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《俄罗斯数学教材选译》序 


从上世纪50年代初起，在当时全面学习苏联的大背景下，国内的高等学校大 M 
采用了翻译过来的苏联数学教材.这些教材体系严密，论证严谨，有效地帮助了青年 
学子打好扎实的数学基础，培养了一大批优秀的数学人才.到了 60年代，国内开始 
编纂出版的大学数学教材逐步代替了原先采用的苏联教材，但还在很大程度上保留 
着苏联教材的影响，同时， 一 些苏联教材仍被广大教师和学生作为主要参考书或课外 
读物继续发挥着作用.客观地说，从解放初一直到文化大革命前夕，苏联数学教材在 
培养我国髙级专门人才中发挥了重要的作用，起了不可忽略的影响，是功不可没的. 

改革开放以来，通过接触并引进在体系及风格上各有特色的欧美数学教材，大 
家眼界为之一新，并得到了很大的启发和教益.但在很长一段时间中，尽管苏联的数 
学教学也在进行积极的探索与改革，引进却基本中断，更没有及时地进行跟踪，能看 
懂俄文数学教材原著的人也越来越少，事实上已造成了很大的隔膜，不能不说是一 
个很大的缺憾. 

事情终于岀现了一个转折的契机.今年初，在由中国数学会、中国工业与应用数 
学学会及国家自然科学基金委员会数学天元基金联合组织的迎春茶话会上，有数学 
家提出，莫斯科大学为庆祝成立250周年计划推出一批优秀教材，建议将其中的一 
些数学教材组织翻译 岀版. 这一建议在会上得到广泛支持，并得到高等教育出版社 
的高度 重视. 会后高等教育出版社和数学天元基金一起邀请熟悉俄罗斯数学教材情 
况的专家座谈讨论，大家一致 认为： 在当前着力引进俄罗斯的数学教材，有助于扩大 
视野，开拓思路，对提高数学教学质量、促进数学教材改革均十分必要.《俄罗斯数 
学教材选译》系列正是在这样的情况下，经数学天元基金资助，由高等教育出版社组 
织出版的. 



《俄罗斯数学教材选译》序 


经过认真选题并精心翻译校订，本系列中所列人的教材，以莫斯科大学的教材为 
主，也包括俄罗斯其他一些著名大学的教材.有大学基础课程的教材，也有适合大学 
高年级学生及研究生使用的教学用书.有些教材虽曾翻译出版，但经多次修订重版, 
面目已有较大变化，至今仍广泛采用、深受欢迎，反射出俄罗斯在出版经典教材方面 
所作的不懈努力，对我们也是一个有益的借鉴.这一教材系列的出版，将中俄数学教 
学之间中断多年的链条重新连接起来，对推动我国数学课程设置和教学内容的改革, 
对提高数学素养、培养更多优秀的数学人才，可望发挥积极的作用,并起着深远的影 
响，无疑值得庆贺，特为之序. 
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序言 


在本参考书中汇集了 1994 一 2003 年间，国立莫斯科大学数学力学系学生偏微 
分方程与数学物理方程笔试的一些题目.出版时，减少了那些在现有教科书和参考 
书中可以找到的标准习题的数量.此外,对叙述上有某些近似的题目，通常只列入其 
中 之一. 本习题集中也未收人课程大纲中的理论问题（定义、问题的提法、定理的叙 
述与证明)，这些题目必定会出现在任何试 题中. 为使读者对这些考试有所认识，在 
本习题集末尾列出了一些试卷，并指出考试的条件及评分标准. 

国立罗蒙诺索夫莫斯科大学数学力学系微分方程教研室的教师 T . 几文特策 
尔 （ T. 几 BeHTuejib) 、 A. IO. 高里茨基 （ A. IO. Fophukmm ) n A. C. 卡拉什尼柯夫 
(A. C. KajiamHHKOB) 、 B. A. 康德拉季耶夫 （ B. A. KoH^paTteB) N C. H. 克鲁日科 
夫 （ C. H. Kpy>KKOB )、 E. M. 兰吉斯 （ E. M. JIaHAHC) 、 E. B. 拉德凯维奇 （ E. B. 
Pa^KeBHM)^r. A. 切契金 （ r . A. HeHKMH) 、 A. C. 沙玛耶夫 （ A. C. UlaMaeB) 、 T. A. 
沙波什尼柯娃 （ T. A. IIIanomHHKOBa ) 参 与了各种试题的编列 • A. C. 卡拉什尼柯 
夫完成了对19 94 一 1"8年题目的选择和编定.本书由 T . 几文特策尔、 A . IO . 髙里 
茨基、 T. O. 卡布斯金娜 （ T. O. KanycTHna) 、 O. C. 罗赞诺娃 （ O. C. Po3a&OBa )、 
r . A. 切契金定稿. 

习题按专题分成 五章. 每一章都列出该专题的基本内容.个别习题给出了详细解 
答.除去证明题以外的所有习题都给岀了答案. 

正如实践所证明的，偏微分方程课在传统上对于数学专业学生来说是难于接受 
的.我们能否破除这个传统?！ 


符号表 


N ——所有自然数的集合①. 

Z ——所有整数的集合. 

Z + = NU {0} ——所有非负整数的 集合. 

K ——所有实数的集合. 

R + ——所有正实数的集合. 

R - ——所有负实数的集合. 

R n 一 n 维实线性空间. 

(&，•••，〜）—— IT 中的笛卡儿坐标. 

( p ，0) —— R 2 中的极坐标. 

^——如无相反的约定，表示中有界区域（即连通开集). 
dQ ——区域 f 2 的边界. 
v —— an 的单位外法向量. 

= { xEM ^|| x - a : 0 | < a } ——球心在 rr 0 点、半径为 a 的 n 维球. 
S ^( x °) = dB ^( x °) = { x € lR n || a :- x 0 | = a } —— K - 中的中心在: c 0 、半径为 a 
的球面. 

QE = ^x (0, T ] = {( X) t)e K n+1 |x eQ,0<t^T} (区域 n 可能是无界 的). 

= n x R + = {(x,t)€ R n+1 |x € n , 0 < ^ < +00} (区域 n 可能是无界 的). 
n T = R n x (0, T] = {(x.t) e K n+1 |x € R n , 0 < ^ T}. 

△w = u XlXl -f u X2X2 + • • • + u XnXn -拉普拉斯 算子. 

L p ( n ) ——区域 n 中 P 幂可和函数的空间. 

( D 按本书作者的理解，自然数的集合中不包括零. 一 译者注 



LooCfi) ——区域 f2 中有界可测函数的空间. 

L p , loc («) ——对 n 的任意有界子区域％ (A C ⑺为属于 L p (n!) 的函数的 
空间. 

L p ,ioc(M n ) ——对任意 a > 0属于空间 L P (B 2 _ 的函数的 空间. 

C l (Q) ——在区域中 f 次连续可微的函数的集合. 
c b (n) = c{n)n L^in) ——在区域 n 中有界、连续的函数的集合. 
c°°(n) ——在区域 n 中无穷次连续可微的函数的集合. 
v(si) = c 0 °°(n) ——在区域 n 中无穷次连续可微、在沉2的邻域中为零的函数 
的集合. 

P(R n ) = CS°(R n ) —— R n 中无穷次连续可微、具有紧支集的函数的空间. 
i/ 1 ⑼——连同其在索伯列夫意义下一阶广义导数属于 L 2 (Q) 的函数的空间. 

——按好 1 ⑼的范数,集合 cg°(n) 的完备化. 

V f {R n ) —— P(R n ) 上线性连续泛函的空间. 

5 e iy(R n ) —— il S 函数”，即由公式 

〈以》=_), Wifi € V(R n ) 

定义的泛函. 

S x o e iy(R n ), 其中X 0 € R n ——“位移5函数”: 

OW〉= W(X 0 ), ^ e v(R n ). 

0(x ) —赫维赛德 e 函数： 

[ 1,对 re 彡0， 

e ( x ) = { 

I 0，对 a: < 0. 

x+ = max{x,0}; x_ = max{—x,0}. 

CJn ——中单位球面邱⑼的面积. 

V—— IR- 中的梯度算子， 

y C/OC \ CJXfi J 
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引 


论 


我们来指出某些定义和定理，为了解本习题集中的习题，这些定义和定理是必 
须知道的，同时也指出一些教科书，在这些书中可以找到这些 内容. 以下各点中所引 
习题的号码,是作为例子引入的，可能并未包含该论题中所有的习题. 


1. 泛函分析方面的补充知识 

1. 广义函数的定义，广义函数的运算以及微分算子的基本解.[ 5 , n 章1 明 5 〜 71 
(习题 1.1 〜1.5, 2.17b)) 

2 •空间 i / 1 及分 1 的定义 • [ 2 0, III 章，§ 5 ](习题 1.8 〜 1.16, 1.19-1.21) 

3 - 弗里德里希斯 (Friedrichs) 不等式 • [ 2 0], [22】（习题 1.17-1.19) 

2. 偏微分方程理论的一般概念 

1. 二阶线性方程的分类及将其化为标准形式 . [23, I 章， §6] (习题 2.1 〜 2.4, 

2" 〜2.9, 2.14, 2.15, 2.17 a )) ’ 

2. 特征的定义 . [23, I 章，§3】（习题 2.5 〜2.7, 2.11 〜2.13, 3.3, 3.4) 

3 - 关于柯西问题解析解的存在性和唯一性的 柯西- 柯瓦列夫斯卡娅定理 [23 ,工 

章， §§10,11] (习题 2.16, 2.22 a )) ’ 

4 - 偏微分方程问题提法的适定性 [23, I 章， §8] (习题 2.17-2.23) 



3. 双曲型方程 


1. 一维振动方程柯西问题的提法.达朗贝尔 公式. 依赖区域 . [23, II 章，§§11〜 13] 

(习题 3.1 〜 3.2, 3.5 〜 3.12) 

2. 在空间维数为2维与3维情形下波动方程的柯西问题.泊松公式与基尔霍夫 
公式.在初始条件中对称性的 应用. 依赖区域 . [23, II 章， §§12,13], [22, §5.1] (习题 
3.13 〜 3.23) 

3. 半有界弦的边值问题.初值与边值的相容性条件.初值问题的延拓方法及化 
边值问题为柯西问题 • [29, II 章， §§2,4] (习题 3.24-3.28, 3.31, 3.32) 

4. 基本边值问题的 提法. 边值问题解的能量恒等式 . [23, II 章， §18] (习题 
3.33 〜 3.36) 

5. 用傅里叶方法解边值问题.边值问题解的周期性 • [23, III 章，§20】，[29, II 章, 
§3] (习题 3.37 〜 3.40) 

4. 拋物型方程 

1. 柯西问题与基本边值问题的提法 • [23, IV 章，§§38, 40] [22, §4.3] 

2. 柱体中的极值原理.第一边值问题解的唯一性.[23, IV 章，§38]，[22, §4.4] (习 
题 4.1, 4.3, 4.6, 4.7, 4.20, 4.21) 

3. 用傅里叶方法解边值问题 • [23, IV 章， §39] (习题 4.8-4.19) 

4. 带形区域中的极值原理 . [23, IV 章，§40]，[22, §4.4] (习题 4.27, 4.31) 

5. 关于柯西问题解的定常化的定理 • [ 22 , §4.5] (习题 4.33-4.36) 

5. 椭圆型方程 

1. 调和函数的定义.平均值 定理. 刘维尔定理 . [23, III 章， §30] [22, §§3.5, 3.9] 
(习题 5.1, 5.2, 5.3, 5.6, 5.7, 5.15, 5.42) 

2. 极值原理.关于法向导数的定理 • [23, III 章， §8] [22, §3.5] (习题 5.9, 5.10, 
5.11, 5.12, 5.13, 5.28, 5.33, 5.18) 

3. 格林公式.关于流 M 的定理 • [23, III 章，§§30, 33], [22, §§3.3, 3.5] (习题 5.29, 
5.30, 5.31, 5.32, 5.43) 

4. 关于可去奇点的定理 • [23, III 章， §30], [22, §3.10] (习题 5.16, 5.17, 5.34, 
5.35) 

5. 位势理论 • [23, III 章，§34]，[22, §3.12] (习题 5.36, 5.37) 

6. 广义函数意义下的广义导数及在索伯列夫意义下的广义导数.狄利克雷问题 
的广义解.解狄利克雷问题的变分方法.[22, §1.13]，[20, IV 章， §1] (习题 5.48, 5.49, 


引 


论 


• 3 • 


5 . 50 , 5 . 52 , 5 . 51 ) 

为了研读偏微分方程教程及解本习题集中所提的习題，作为基本文献，推荐使 
用[5】，[20】，网， [23] 及 [29]. 对于希望得到这方面更全面信息者，书末列出了更多的 
文献. 


章泛函分析方面的补充知识 


1.1 广义函数与基本解 

空间 "( nr 1 ) (或 iy ( n )) 的元素即在 p ( R n ) = cg °( R n )( 相应地在 v ( n ) = c 0 °°( n )) 
上的连续线性泛函，称为广义函数. 泛函 fev ' 在 pev 上的作用表示为 /( ⑷或 

(/，办 

在广义函数空间中分出了正则广义函数，即通常的函数 /( a :) € (或 

f ( x)G Li , loc ( fi )), 它的作用定义为 

(/， = J f(x)ip(x)dx, WtpeV 

(积分相应地是对空间 R n 或区域 n 进行的).非正则的广义函数称为奇异广义函数. 
S 函数是奇导广义函数的例子. 

由等式 

(砮，0 — ，砮) ，〜 

定义的广义函数称为广义函数 fev f 对变量^的导数.依照归纳法可定义广义函 
数的任意阶广义导数. 

使得 C (£) = 6 成立的，即使 (£(£), ^) = w (0), 成立的函数 f (一般地 

说，它可能是广义函数）称为微分算子£的基 本解. 

我们来举出某些微分算子的基本解的例子. 


n 维空间中拉普拉斯算子£ = △ 的基本解具有如下 形状: 


£ n ( x ) = 


^n(2 — Tl) |x| 


， 71 > 3, 


^ 2 {x) = — In |x|, n = 2 


对于热传导算子- a 2 A , 函数 


是其基本解. 


波动算子£ 


解: 


£(Xlt) = (2ajvt)n e "^ 


d 2 



依其空间变量 x 的维数 n，n = 1 ， 2,3, 有如下的基本 


£\(x,t) = -e(at- \x\), n = 1, 

la 

f2(M) = .Ui) ， n=2 ， 

2ira^an 2 -\x\ 2 

f 3 (x,t) = —^3(|x| 一 at)，n = 3. 

与一维和二维空间变 M 的情形不同，乃是奇异广义函数，它在基本函数上的作用 
由下式 定义： 




/丄 



(f(x y t)dS x dtj Vip(xyt) e P(R 4 ) 


其中是球面 S ^ t (0) 上的面积元素. 


习题 


下求 


1.1 设 tx ( a :, y ) 是正方形 （- l ， l ) x ( -1，1)的特征函数.在广义函数理论的意义 
d 2 u 

dxdy 

1.2 对哪些参数值 a e 1 R 1 , 函数 


u ( x , t ) = < 

0, 


当 f 彡 ax ， 
当6 > aa :， 


(x, t) e R 2 


在广义函数理论的意义下是方程〜的解？ 

1.3 设函数 y(:r) e V f ( R ) y 并且作为广义函数满足方程?/ %证明，是正 

则广义函数 Ce x ， 其中 C 为常数. 
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1.4 求算子 


Cu{x) 


cPu(x) du(x) 


dx 2 


dx 


的所有基本解. 
1.5 求算子 


Cu{x,y) = u xx (x,y) - u vv (x ， y) 


当2/ < 0时变为零的基本解. 


1.6 证明函数 


E ( x y xo ) 


cos(y/cr) 


4nr 


r =\x- x 0 \ 


是算子 


△ + c ， 其中 c 为正常数 ， n = 3, 


的基本解. 


1.2 索伯列夫空间 

满足积分恒等式 



v(x)(p(x)dx = — I u(x) 



dip(x) 

dx { 


dx ， V<pe CS °( Q ) 


Q 


Q 


的函数 v ( a :) (表示为： u ( a :) 
变量 A 的广义导数. 




du 

dxi 


) 称为函数 u ( o :) 在区域 n 内在索伯列夫意义下对 


函数 u ( a :) 连同其所有的在索伯列夫意义下的一阶广义导数 


du 

dx / 


1，…， n ， 


都属于空间 L 2 ⑼时，函数 u { x ) 的空间称为索伯列夫空间 H l ( Sl ). 

空间 H \ n ) 是巴拿赫空间（即完备的赋范空间).其范数定义 如下: 


IMlL ⑼ = IMIi 2 (n) + ll^ll^cn)) 



H 2 + E 


n 


du 

dxi 


2 


dx 


空间 H\n) 中子空间 cs°(n) 的闭包称为索伯列夫空间泠 Hn ). 


弗里德里希斯 （ Friedrichs ) 不等式 • 对于任何有界区域 fi ， 存在常数 C (17), 


使得 



\u\ 2 dx ^ C ⑼ 



du 

dxi 


2 


dx, VuG ^ 1 ^). 


n n 

根据弗里德里希斯不等式， H l ( Q ) 中如下的泛函 


= II ▽乜"匕 2 _n = 



du 

dxi 


2 


dx 


(LI) 


n 


1.2 索伯列夫空间 


给出了与空间 H l ( n ) 原来的范数等价的范数. 

空间 H \ n ) 是关于内积 

M = (w ， = 比乾蕞 dx 

i — 1 

的希尔伯特空间.空间 H 1 ^) 也是具有内积 

(u,v) H i W = (w, v) -f [w ， v 】 

的希尔伯特空间，其中 (u, v ) = J u(x)v(x)dx M 中的标准内积. 

n 

习题 


1.7 设/⑷ € H \^ a ( x ) e 证明： 函数 f ( x ) a ( x ) 在索伯列夫意义下 

是可微的，对于求其一阶导数，通常的莱布尼茨公式成立•当 f ( x ) a ( x ) E 妒⑼，是 
否正确？ 

1.8 设 / e / ^ Loo(Sr(0)) 是否可能？ 

a) 当 n = 3; b) 当 n = 2; c) 当 n = 1? 

I. 9 设 u(a:) 是在 B?(0) 中有界的函数,且在所(0)\{0}中光滑.是否可以断言 
ueH l ( B ^{0))7 

1.10 a) 证明 ^((0,1)) 中的任何函数都是连续的. 

b) 是否任何在闭区间[0，1]上连续且 u(0) = w(l) = 0的函数 w ( a :) 都属于 
^((0,1))? _ 

in 设 u e C ( U)n H l ( n ) 且当 u { x ) = o. 证明 u e 片 1 ⑼. 

1-12 对哪些％函数 u ( x , y ) = \ ln ( x 2 ^ y 2 )\ a 属于空间妒⑼，如果 

a) Q = Sf/2(0); 

b ) fi = B ^(0)\ Bf ^{6)? 

113 对哪些 a . 函数 u ( Xj y ) = | ln ( x 2 +xy + 2 |/ 2 )| a 属于 H l ( Q )? 其中 = 

1.14 a) 对哪些 a 与 n, 函数 /(x) = | In |x|| Q /|x| 2 属于空间 ^^^(O))? 

b ) 对空间回答同样的问题. 

115 对哪些 a,/?, 函数 /(z) = \ x \ Q cos /3 x 属于空间 #((-1,1))? 

1.16 对怎样的 a，/3 € R, 函数 /(a:) = I In |x|| Q cos( ； S|x|) 属于空间分 1 ^^ ⑼)？ 
其中 x = (XI ， … ,x n ). 

1.17 设 


D = {( 怎 1 ， … ，工 n) € M n |x? + -..-hx^_ x < axl ， 0<x n < +oo}. 
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证明： 对任意常数 C > 0存在这样的有界区域 ncD 及这样的函数/ €分 1 (⑺ 
使得 

J f 2 、 x、dx > C j |V f(x)\ 2 dx. 

Q Q 

1.18 弗里德里希斯不等式在带形 

II = {(x ， t/)|0 < x < 1, 一 oo < y < -foo} C R 2 * 

是否成立？ 

1.19 设 Q = B ?(0). 如下断言是否 成立： 存在常数 C > 0使得 

< C|M| H ⑽， Vu(x) 6 C°°(Q)? 

1.20 在空间片 \( - 1，1)) 中考虑光滑的、具有紧支集的函数 <p(x) 的集合 A ， 
它满足条件 〆 (())+ ap (0) = 0 , a € R •求 i ^((— l ， l )) 中集合>1的闭包 A 的余 维数. 

1.21 在平面 r 2 上构造有界区域 n 的例子使得 c °°( n ) 的函数在空间 H \ n ) 
中不构成处处稠密的集合，即 C °°( f 2) ♦ H l ( n ). 



章偏微分方程理论的一般概念 



2.1 方程的分类.特征 


二阶线性方程具有如下 形状： 

n n 

aijU XiXj -h ^2 a i u Xi + ati = g{x) } x € R n , aij = a^. (2.1) 

i,i=l *=1 

对于向量 7 = (71，•••，7 n ) 如果有 

ij=l 


则说向量 7 具有特征方向. 

曲面 <^( x ) = 0被称为方程 (2.1) 的特征，是指如果这个曲面在它的每一点的法 
向1/ = ▽步都是特征方向，即 

a%j dxidxj ~ 

» ， J=1 J 

如果矩阵 （ aij ) 可化为对角矩阵，那么相应于对角线上元素的符号，上述方程可 
分成椭圆型（当所有对角元素非零、符号相同)，双曲型（当所有对角元素非零且刚好 
有一个元素与其余元素异号)，拋物型（当对角元素刚好有一个为零，而其余元素同 
号).其余的类型我们没有命名. 

对于两个自变量的二阶方程 


auu xx 4- 2ai 2 u xy -f a 22 U yy 4 - b\u x -f b 2 U y -\-cu = g{x,y), 
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由所谓的特征方程 

au(dy) 2 — 2a\2dxdy + a^dx) 2 = 0 

求出的曲线是其特征.如果 ail / 0,那么可求出形如 j/ = y(o:) 的解，其中 


dy 一 a\2 土 
doc dj j 


D = a\ 2 — a\\a22 是判别式. 


根据判别式的符号，出现三种情况. 

双曲 情形： D > 0,两族特征线 i{x,y) = C 及 ” (x，y) = C . 经代换 


C =《(工 ， y )， 

rj = rj(x, y), 


方程可化归第二种标准形式 

u^tj +低阶项= 0. 


在代换 



的情形下，方程可化归第一种标准形式 


U aa — Up /3 + 低阶项 = 0. 


抛物 情形: D = 0, 一族特征线 $(x,y) = C. 任何形如 

f ^ = 《(工 ， y )， 

[r/ = 7 ](x y y) 

的非退化代换，其中 rj(x iy ) 是某个二元函数，可使方程化归标准形式 

u vv 4- 低阶项 = 0. 

椭圆 情形: D < 0,没有实特征，但是有两族复共轭的特征线《(X， y)±i V (x,y) = C. 
为了化为标准形式（仅有第一种）必须作代换 

f € =《(工，2/)， 

[ r / = 77( x , y ). 

在这种情形下方程化归如下形式 


Urjrj 4-低阶项= 0. 



习题 


2.1 方程的分类.特征 
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2.1 是否存在形如 

/ n 

〉 : a ij{^h * * * , X n )u Xi Xj = a ij ^ C ， (R n ), 

»,j=l 

的方程，它在非空集合 D C R n (D ^ R n ) 上是椭圆型的，而在 D 的余集 R n V ) 上 
是双曲型的？ 

2.2 如下断言是否 正确： 如果方程 

n 

〉: * * * , X n )u Xi Xj = 0> ^ij ^ C7(R n ), 

i ， j=l 

在一点 ( X !,..., X n ) 是双曲型的（椭圆型的，拋物型的)，那么它在这点的某个邻域也 
是双曲型的（椭圆型的，抛物型的)？ 

2.3 平面上的三个方程 

U t = U XXJ U tt = U XXy U tt = ~ U XX 

中哪些存在具有有界、闭的等位线的非常数解？ 

2.4 对于哪些 （ x ,2/， z )€1 R 3 , 方程 

u xy + (3 a : + y — z ) u xz + (3 x — y + z ) u yz = 0 

是双曲型的？ 

2.5 求方程 tXa - V 2 Uyy = 0 过下述各点的特征： 

a ) 点 (1,2); 

b ) 点（1，0). 

2.6 a ) 求方程 

^•xy Wyp 一 t/jj + liy = 0 

的所有特征. 

b ) 求上述方程的通解. 

2.7 a ) 确定方程 2 u xx + Um = 1的类型. 

b ) 求该方程的特征. 

c ) 求其 通解. 

2.8 a ) 依据于实参数 a , 确定如下方程的 类型： 

u xx — 2 au xy - 3 a 2 u yy + au y -\- u x = 0 . 


b ) 化方程 (2.2) 为标准形式. 


( 2 . 2 ) 
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C) 求这个方程的通解. 

2.9 a ) 求出所有这样的 a , 对它存在线性变量变换 ( x , y ) ( t , z ) 使得方程 

Uxx - OLliyy = 0 ^ 2 . 3 ) 

i ) 变为弦振动方程 

ii ) 变为热传导 方程〜 = 

b ) 对方程 

U XX + 4U X y — OCUyy — OtU X Uy = 0 


讨论同样的问题. 

C ) 设函数 u ( x , y ) e C 2 {Blm 对某个 a < -10 满足方程 (2.3). 是否可能同时 
d ) 对 a > 10讨论同样的问题. 


2.10 

足方程 


设 = {( x y y)e R 2 | x 2 + (2/-2/) 2 </ 2 },函数 txe C 2 ( fi ) 在区域 n 内满 



signy 

~~2~ Uyy 



a ) 在 Z > 0 的情形是否可能 tz 貧 C 3 ( fi )? 回答说明理由. 

b ) 在 Z < 0的情形讨论同样的 问题. 

2.11 在平面 ( t , x ) 6 R 2 上考虑方程 


U t -U x = 0 , ( 2 . 4 ) 

2 t/tt 一 （a + \)^Utx + 2 au xx = 0. (2.5) 


a ) 求方程 (2.4) 的特征. 

b ) 对于哪些 a , 方程 (2.4) 的任何无穷次可微的解 u ( t , x ) 也是方程 (2.5) 的解? 
对于 b ) 小题中求出的参数 a 的每一 个值： 

c ) 求方程 (2.5) 的特征. 

d ) 指出方程 (2.5) 的某个解 u { t , x \ 但它不是方程 (2.4) 的解，或者证明这样的 
解不存在. 

e ) 对 有界解 讨论与 d ) 同样的 问题. 

2.12 求方程 

^tt = Uzx + 处 yy 

过直线 t = 0 lV = x 的特征平面. 

2.13 对每个 a € R ， 求方程 


的所有特征. 


u xx 4- 2 u yy -h 2 au yz 4- a 2 u zz u z u = 1 


2.14 求方程 


问题提法的适定性 
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Uxx + ^ U X y + 2 u X z ~ i ~ ^yy + ^ U yz + U zz — U = 0 

的通解. 

2.15 a ) 把方程 

u X x - I - u xy — 2 u yy + 3 (x + j /) u x + 6 (x 4 - y ) u v -f 9 u = 0 

化为不含非混合二阶导数的形状. 
b ) 求原来方程的通解. 

2.16 对哪些实数 a 与汍关于非特征的广义柯西问题解析解的存在与唯一性 
定理可应用于如下 问题： 

^xy -f SUyy -\-u = xy ， u | 5 = U x | 5 = %| 5 = 0? 

其中 S 由方程 ax + 0 y = 1 给出. 

2.17 a ) 求出所有这样的 a 的值： 对于它存在属于 C l (R 2 )n C 2 ({x ^ 0}) H 
C 2 ({x < 0}), 满足方程 

OcXLxx U;cy + Uj/y = 0，当 T 〆 0， 

及条件 

U ， 〜 l x=0 = o ， 

但对任何 yo eRKa >0 都不属于 C 2 ( B 2 a (0, yo )) 的函数 u ( x y y ). 

b ) 求出所有这样的 a , 对它，对任意/ e Li > c ( R ), 函数 u ( x , y ) = /( a : + y ) 在 
^( M 2 ) 中满足 a ) 小题中的方程. 

2.2 问题提法的适定性 

适定性的定义设给定方程 Lu = f 及附加条件=幻•说和私是线性赋 
范空间偶.如果 

1) 对所有给定的组 ( f ， gj ) GE u 存在解 u e E 0; 

2) 这个解是唯一的； 

3) 存在这样的常数圹它不依赖于使得 

11刈五。<欠11(/，幻)||取， 

那么这个问题在这一线性赋范空间偶内的提法是适定的.我们着重 指出：说 ，玢不 
一定是巴拿赫空间，即不一定完备. 
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习题 


2.18 考虑问题 

u t t = u XXj (x y t) eCl:= {(x， 亡 ）|0 彡亡彡 2x，0 彡 x < +oo}; 

w lt=0 = W lt=2x =〜 X )，0 ^ X < +CX) 

ipe C 2 ( I + ) nLoo ( R +), 一⑼ == p "( o ) = o . 


在下述空间偶（说 ，说） 中，这个问题是否适定？其中 

Eo = C 2 (fi) fl Loo(n), ||w|| 五 0 = sup |w(x,t)|, 

n 

Ei = {(p(x)\(p 满足 (2.6)}, MIa = sup|y>(x)|. 

R + 

2.19 边值问题 


= ^xxj ( 工， t) G Q := ( 0 , 1 ) x ( 0 , 2 ]; 

u lt=o = ♦)， 0 ^ x ^ 

u \ x =o = u lx=i = 0 < K 2. 

在下述空间偶（五 q, 玢） 中是否适定？其中 

Eq = {u(x,t)\u e cl[l ( Q ) C\ C {^)}, \\u\\e 0 = max|ti(x,t)|, 

E 1 = {^)1^ ^ 0([0, 1 ])， P(0) = P(l) = o }， ll^ll^ = max |<^(x)|. 

2.20 在带形0:=孩(0<了<+00)中的方程 


u tt = ^XX 

具有条件 

w | t=0 = Pi ⑷， u t \ t=0 = 的 ⑷， xeR 
的柯西问题，在下述空间偶 {Eo.Ex) 中是否适定？其中 

E o = G C 2 (0)， sup | w ( x , t )| < - foo }, \\u\\ Eo = sup | u ( x ,^)|, 

Q Q 

E 1 = {^( x ) = {(pi(x),ip 2 {x))\(pi e C 2 ( R),</?2 € C ^ R ), sup |</? j ( a :)| < +oo (j = 
2.21 在带形 £? := Ql (0 < T < + oo ) 中方程 u t = 具有条件 


( 2 . 6 ) 


1,2)}, 

t=0 _ 



2.2 问题提法的适定性 


• 15 • 


# E )， xeR 的柯西问题在下述空间偶 ( Eo ^ Ex ) 中是否适定？其中 

Eo = {(x 1 t)\ue C^ t (Q)n c(Q)n L^Q)}, 


Ei 


咖) 


0 e C ( K ) nLoo ( R ) o * = o , i ,..., P )|, 


P 


IHUo= T Kll<)，) iUsU-P 


3 


R 





peN 是固定的. 


2.22 考虑对于方程 


u t t = u x 


具有条件 


u 


0 =必1 ⑷， ^ t | t=0 = ^( x ) 


的柯西问题. 


a ) 在与外解析的情况下，是否可对上述问题应用 柯西一 柯瓦列夫斯卡娅 


定理? 


b) 这个问题在如下空间偶(^，^)中是否适定？其中 
五 0 = {( x , t)\ue C ^^ nLooCQ )}, Q ：= Ql 


Ex 


^ = 0^1， W 2) 


d j (Pi 


€ C(R)n Loo(R) (t = l,2;j = 0,1,2) 


2 2 


ii^Heo = sup\u(x y t)i ii^ii^ = y" v sup 

Q i=l i=0 R 


d j (fi{x) 



2-23 考虑边值问题 


u t + OLU x = 0, (x, t) eQ := R + x K+; 




o = 9 i{x), XER + , u| x=0 = g 2 (t), t e R + 


求在如下空间偶 ( E 0 、 Ed 中使上述边值问题适定的所有 a ， 其中 


^0 = c 1 (^) nL oo (5), HUo 


supKx ⑺ I ， 
Q 


Ei = {^ = (0, 仍， 夕 2 )|幻 € C ,1 (R + )nL 00 (R + ) 0* = 1,2) 


9i (0) = 仍⑼ ，说 0) + ag[ (0) = 0} 


II^IUi 


sup 1^1 ( x ) I + 


sup 

R + 


\92(t)\. 


• 16 • 


第 2 章偏微分方程理论的一般概念 


2.24 考虑在中的带形 n = Ri x [0, y 0 ] 中的柯西问题 

Au + n = o 在 n 中， uec 2 ( n ) n c l ( n ), 

w Uo = w ( x )，％ UoK x )， 

其中 W ： E )， 分⑷是 Ri 中的有界连续函数.这个问题在空间偶 ugEo ^ = M ) G 
E x 中是否适定？其中 

Eo = <7(11), HttH^ = sup |u(a?, y)|, 

n 

Ei = C(R X X ) x C{R l x ), || $||^ = sup \(p(x)\ + sup |^(x)|. 

R R 


第 3 章双曲型方程 


如果二元函数 u 的双曲型方程可以化为 


的形式，那么它的通解形如 


= 0 

议=/(0+沒 ⑹. 


习题 


3.1 是否存在在所⑼\{0}中满足方程 u XlXl = u X2X2 且在所⑼\{0}中无 
界的函数 w € 0( 所⑼\{0})? 

3.2 设函数 u (: r ) e C 2 ( R 2 ) 在 R 2 中满足方程 u XlXl = u X2X2 , 且对所有 x € 
所⑼有 u ( x ) = 0.在 R 2 中求必使 u ( x ) = 0的最大集合. 

3.3 考虑平面 ( x f t ) 上的具有给定特征 p =耐的波动方程柯西问题 

U tt ~ U XX> u t=x — 怎 ) ， U x\ t=x = *0(^)* 

想出这样的光滑函数 < x ) Mx ), 使得所给问题无解. 

3.4 举出这样的函数 C 2 ( R ) 的 例子： 它们使得柯西问题 

U XX + — 6Uyy = 0, U y = ^ x = 工 )， U y y = Q x = 

a ) 有解.这解是否唯一？ 

b ) 无解. 


双曲型方程 


3.5 设 5 = [0, lj x [0, 1]，/ € C 2 (dQ ). 问题 


u tt 


(x, t) G Q\ u| 


dQ 


的解 u(x y t) G C 2 (Q) 是否唯一 ? 


3.1 波动方程的柯西问题 


对于波动方程 


u tt = a 2 A x u + /(x, t) (a >0 )， x e R n , ^ > 0, 

^1=0 = 叫 l t = o =^( x )， 

其中 (f(x 、， 7p(x) ， f(x ， t) 是给定的函数，函数 u(x,t) € C 2 (x E R n ,t > 0) fl C l {x € 
M n ,^0) 称为柯西问题的古典解 . 

如果成立条件 

^p(x)e C'R 1 ), 必 (X) € C l (R l )J(x,t) e C l {R l xS + ) (n = 1); 

咖 ) € C 3 (R W ) 奏 ) € C 2 {R n )J( Xl t) € C 2 (R n x R+) (n = 2,3), 

那么柯西问题的解存在、唯一，并且在 n = i 时由达朗贝尔公式 给出： 


x+at 


u ( x ^ 0 = 2 [^( x + at ) + ^ - o,t)] + — / 分⑹炎 


t x+a(t-r) 


+ 去 / 



/(^r)d^dr; 


0 x—a(t—r) 


当 n = 2 时由泊松公式 给出 : 


u(Xjt) 


2na 



| 《一 x|<a< 


(at) 2 — — x\ 2 


+ di 


2na 



\^-x\<at 


㈣ 2 U 2 


2 丌 a 




0 \^—x\<a(t—r) 


r)d^dr 

a 2 (t — r) 2 — I 《一 x\ 2 


3.1 波动方程的柯 西问題 
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当 n = 3时由基尔霍夫 （ Kirchhoff ) 公式给出： 

_ ■ 

= / ■咚 + 基5^ / 冰峨 + 

\^-x\=at \^-x\=at 

■ 

t 

+ / W(t - r) / /( ^ T)d5 ^ T * 

0 |《一 x |= a ( t — r ) 

附注齐次波动方程在任意点 ( x , t ) 的解依赖于初始函数 ip 与4 在下述集合 
上 的值： 

当 n = 1依赖于闭区间 [ 0 ： - X + at ] 上 的值； 

当 n = 2依赖于中心在点 a :、 半径为也的圆内的值； 

当 n = 3依赖于中心在点 a :、 半径为 d 的球面上的值.并且不依赖于初始函数 
在上述集合之外的值. 

习题 

3.6 设 u ( x y t ), ( x ^ t ) € K x R + , 是柯西问题 

u tt = u xx ， u t=0 — 0, Ut 1 1 _ 0 = (1 + x 2 ) a e^ x . 

的解. 求所有这样的 : 它们使得 sup | u ( a ;, t )| < + oo . 

RxR + 

3.7 设 u ( x , f ),( a :, t ) GR x R + , 是柯西问题 

u tt = u XX) tx | t=0 = 0, tx t | t=0 = ( x 3 -f a 2 x 4 )(l + x 2 ) 0 . 

的解. 求所有这样的 a , P ： 它们使得 lim u (0, t ) 存在且有限. 

t —+ oo 

3.8 求所有这样的复数 a , 使得在半平面 R x S + 上，问题 

u tt = u xx , u\ t=Q = 0, u t | t=0 = (1 + x 2 ) Imo e aa?2 

的解对这些 a 是有界的. 

3.9 设 u ( x , t \ a ),{ x , E 1 R x R + , 是柯西问题 

u« = a 2 % x , ^| t=0 = 叫 L=o = 0 

的解.证明 u ( x , t ; a ) 关于 a 是递降的. 

3.10 设 u ( Xjt ),( x , t ) € M x R + , 是柯西问题 

u tt = a 2 u xx , w | t=0 = ( p ( x ), u t \ t =0 = tp ( x ) 


• 20 • 


第 3 章双曲型方程 


的解，并且对于 | X | > lyip ( x ) = fp ( x ) = 0. 

证明：对任意的: TO 存在这样的数紿与 C ， 使得对所有的 t>to 有 u ( xo , t )= C . 
求出这些数. 

3.11 设 u ( x , t ),{ x , t ) € R x R + , 是柯西问题 


u tt 


a ^xx ? 




的解，并且对所有 x 6 R , |</?( x )| 彡1;对卜|彡1, ( p { x ) = 0. 

求这样一些 r 值集合的下界，使得对所有 ^ r , xGK 及任意具有上述性质的 
^成立不等式 | u ( x , i )| ^ 

3.12 设 { u k { x , t)}(k = 1,2,...) 是满足如下关系的 C 2 类函数 序列： 


穿 = ^货’ X G ^ ° ^ ^ fc； 

Wfc| t=0 > 0 当 *^< 怎 <+00 ， u k \ t=Q = 0 


duk 

~dt 




x eR. 


当 一 oo < :r 彡 


对哪些 a > 0，0 > 0 存在这样的不依赖于的: ro , 使得对 (x, t) e (-oo,xo]x[0, k](k = 
l ,2 r --), u k { x , t ) = 0? 

3.13 在 R 2 xR + 中求问题 


= ^xx 从 yy 、 ^ 


0 


2 

e~ x + arctany ， u t \ t=0 = cos a : 4- sin t / 


的解 u(x,y,t). 

3.14 在 IR 3 x 中求问题 


Utt 


△ iU ， u | t=0 = 0， Ut\ t=Q — |^| 


的解 u(x,t), X = {Xi,X2yX3). 

3.15 在 R 3 x R + 中求问题 


Utt 


△x 从 ， u t = o = 0, 


1 


t =0 


1 + ( 怎 1 + a：2 + X 3) 2 ' 


x eR 3 


的解 u(x,t)y X = {xi,x 2l xs). 

3.16 求柯西问题 


Utt 




^(u xx + u yy ^u zz ), t >0 ， u\ t=0 = (p(x,y,z), u t \ t=Q = 0 


对以下的函数 ^{ x , y , z ) 的解： 

a ) (/? = sinx + e 2z ， b) ip = (yz) 2 ^ c) (p = (3 x — y 七 z)e 3x ^ y ^ z 


3.17 设 u ( x y t ) ^ R 3 x R + 中柯西问题 


u tt — △rrW 



=(1 + 4 | x | 2 )~2 


的解，求 lim u (0 } t ). 

t—+oo 

3.18 设 u { x \, X2 , t ) 是 R 2 x R + 中柯西问题 


u tt — u xiX\ 4- U X2 X2 1 以 lt=0 = 0, Wt lt=0 = 岭(工 1，：2) € (7 2 (R 2 ) 

的解，其中在 B ⑽中 ^( xi , x 2 ) > 0,在 R 2 \ B ?(0) 中 ^( xi , x 2 ) = 0. 

a ) 对哪些 ( xi , x 2 , t ), 函数 u ( x u x 2 , t ) 等于零？ 

b ) 在 

^{ x u x 2 ) = (1 - x ? - x \)\ 

的情形下，求 lim tu ( xi , X 2, t )- 

t —+ oo 

3.19 设 u ( xi , X2yt ) 是 R 2 x R + 中柯西问题 


u tt = u XlXl -f U X2X2 , u| t=0 = 0， u t \ t=0 = rp(x u x 2 ) e C 2 (R 2 ) 

的解，其中当 （ XU2 ) € [0,1] x [0,2] 时 ，: r 2 ) = 0, 对其余的 ( x 1 , x 2 ),^ i , x 2 )>0. 

a ) 借助不等式描述使得 u ( xi , x 2 l t ) = 0 的所有那些值 ( xi , x 2 l t ) € R 2 x R + 的 
集合 • 

b ) 描绘出这个集合. 

3.20 设 u ( x , t ) 是 R 3 x R + 中柯西问题 


u tt = A x u , u | t=0 = 0, u t \ t=0 = 

的解，其中当 0.9 < | x | < 1 时 rP ( x ) = 0, 对其余的 x 有 jP ( x ) > 0. 

对哪些 ( x , t ), 函数 u ( x , t ) 等于零？ 

3 . 2 1设 K ( x , t /，0}(0 < e 彡^是 C 2 类函数族，它们满足如下 关系: 

d 2 u e d 2 u e d 2 u e , x _ 2 ^ _ m 

E ~dF = 9x2" + (x,y)eR , O^t^e ; 

^ L=o = ( AJ /) € R 2 ; 


ot 

存在不依赖于 e 的 p > 0,使得对于 x 2 - by 2 ^ p 2 ,0 ^ t ^ £^ m (0 < 6 ^ 成立 
u e ( x , y , t ) =0? 

3.22 设是柯西问题 


0,对 x 2 W > 有， >0. 对哪些 m >0^>0 

次 t =0 


u tt = ^ xeir ， ^ >0, u \ t=0 = 0, u t \ t=0 = ^( x ) 
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的解，并且其中矽 ( x ) 彡 0. 对哪些 n € {1,2,3}, 如下断言 成立： 如果集合 { a : € 
R n | 必 ( rc ) = 0} 连通，那么集合 {( x y t ) e R n x R + | u ( x , t ) = 0} 也是连通的？ 

3_23设 u { x , t ) € C 2 ( R 3 x ( O ^^ JnC 1 ^ 3 x [0,+ oo )) 是波动方程柯西问题 

u tt = Au , u\ t=Q = 0, ut \ t=0 = ^ p ( x ) 6 C ^°( R 3 ) 

的解.函数 u 的支集是否可能位于柱形 Bl (0) x [0，+ oo ) 内？ 

3.2 半有界弦的混合问题 

求函数 u ( a :,0 使其满足方程 

Utt = a 2 u xx (a > 0), x > 0, ^ > 0, 

以及当 t = 0 时的初始条件 

吨 =0 = W ⑷， u t \ t=0 = *0(x), X > 0, 

和当 x = 0 时边界条件 

w | I=0 = / X ⑷（第 I 类条件)， 

或= //⑴（第 II 类条件)， 

或（〜 一 0^)| 1=0 = / X ⑴（第 III 类条件） 

称为对半有界弦的混合问题或初边值问题.在//⑷三0的情形，边界条件称 为齐次 
的.还可考虑其他形状的边界条件. 

为使古典解 u € C 2 ( R + x R +) 存在，需要补充初始条件及边界条件在点 （0,0) 
处 的相容 条件.例如，如果 

M 0 ) = ^(0)(= ^( o , o )), //⑼=分( 0 )(= ut ( o , o )), 

^(0) = a 2 ^(0) ( utt (0,0) = a 2 u xx (0,0 )) y 

那么第 I 类边值问题的古典解存在. 

弦振动齐次方程的通解具有如下 形状： 

u { x y t ) = f(x — at ) + g(x -f at ); 

f{x - at ) 是右行波， 〆 a : + M ) 是左行波. 

函数 /( O 与贞 C ) 对自变 M 的正值可由初始条件确定，从而对 x > at 可由达朗 
贝尔公式得到解 

: r+at 

u ( x y t ) = - [ ip(x + at ) + ip(x — at )] + — 

2 Za 




3.2 半有界弦的混合问题 
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为了求出当 0< x < d 时的解，要由 a : = 0时的边界条件求出当（<0时的函 
数/⑹.例如,对于第一类边界条件我们有 


u \ x =o = /( -说) + g ( at ) = M ⑴，/(0 = H (一备) 一 夕(一0， ^ < 0. 

在第二类和第三类边界条件的情形，《 < 0时的/(《）是一阶常微分方程的解，它 
依赖于一个任意常数，这个常数可由解 u ( x , t ) 在 主特征 x = at 上的连续性条件求 
岀. 

附注如果方程 是非齐次的， 那么应当求出非齐次方程的任一个特解 w ( x , t) y 
把所求的解 u ( x y t ) 表 7 K 为和的形状: u { x , t ) = v ( x t t ) + w { x , t ), 并把 u ( x , t ) 的表示代 
入方程和初始条件及边界条件.这时对新的未知函数 v ( x , t ) 得到具有新的初始条件 
及边界条件 的齐次方程. 

特殊情形 

对于第一类齐次边界条件 

w L= 0 = 0 ， 

一般方法和初始条件的奇延拓方法一样可给岀结果.为得到 U ( x ， 可以在区域 x <0 
中对函数 ip 与 1 Ip 作奇延拓： 


0( X ) = 


咖)， 

一#(一岣， 


x 彡0, 
x < 0, 


〜，、 I錐)， 

= < 

I 一岭(一 X )， 


x ^ 0, 
x < 0; 


应用达朗贝尔公式求出对 中及$ 的柯西问题 Or € R ) 的解•函数 u ( x , t ) 则是对上 
述所得解仅考虑 x > 0的情形. 

在第二类齐次边界条件的情形 


Ux \x=Q = ^ 

应用对初始条件 作偶延 拓的方法是方便的.为得到函数 U ( X ， t )， 可以在区域 Z < 0 对 
函数^与0作偶 延拓： 


0( X ) = 


咖)， 

vK - z )， 


x > 0, 
x < 0, 


如 ) =烟， 

I 分(_»)， 


x ^ 0 y 
x ^ 0; 


应用达朗 W 尔公式求岀对于@及 f 的柯西问题 （ a ; e R ) 的解.函数 u ( x y t ) 则是对 
上述所得解仅考虑 x ^ O 的情形. 

在这里相容性条件变成函数0 € C 2 ( R ) 与 ijje C l ( R ) 在零点的光滑性条件了. 
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习题 

3.24 设是在 S + x S + 中问题 

U tt = U XX1 ^x| x= Q = 0> 

{ — sin 3 x, n < x < 2 兀， 

。 w …、4=0 =() 

0 ， X ^ (7T,27t), 

的解. 

a ) 求集合 {(: r , ^) € K + x \ u { x y t ) ^ 0}. 
b ) 描绘出这个集合. 

c) 描绘出 u (a :， 警 ) 及 u 卜字 ) 的图像 . 

3.25 对哪些 A =常数及 ip ( x ) 存在乃是如下问题在 x 中的解的函数 
u ( x y t ) G C 2 ( R + x R +) : 

u tt = u xx , ( tx t + Au z )| x=0 = 0， u\ t=Q = ( p ( x ), wt | t=0 = 0? 

求出这个函数. 

3.26 对哪些 C 2 { R ) 与 0 € C 2 ( R ) 存在 R 2 中问题 

Utt = U xx , u\ t=x = ip ( x ), Ut\ t=x = *0( 工) 

的解 u ( x , t ) € C 2 ( R 2 )? 

3.27 对哪些 >1 与 o ; 存在屁 + x 屁 + 中边值问题 

Utt = U xx , u| x=0 = cosu;^, u \ t=0 = Ae~ x , U t | t=0 = 0 

的解 u € C 2 (屁 + x R + )? 求出这 个解. 

3.28 在四分之一的平面屁 + x S + 上考虑问题 

u tt = \ u xx , { u x - = a ⑷， u\ t=Q = ( p ( x ), u f | t=0 = 0. 

■ _ m 

a ) 设 Wrr ) 与 a ⑴是以 2 tt 为周期的周期函数，且在闭区间^上等于零. 

求出并描绘岀使得函数 u ( x , t ) 明显等于零的最大集合. 

b ) 设 ip ( x ) = ( cos + ( x ))^ (其中 f + ( x ) = max (0 7 /( x )). 求为使上述问题存在古典 
解，有关函数 a ⑷及正常数/? > 0应满足的充分必要条件. 

3.29 对哪些 A :， a 与久在万= {( x ^)|^ ^ x <+ oo , 0 < t < + 00 } 中存在下述 

问题 

如 = 以灯， u\ x=kt = at 0 , u\ t=Q = u t \ t=Q =0 


3.3 有界弦.傅里叶方法 
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的解 u(x,t) G C 2 (D)? 解是唯一的吗? 
3.30 求问题 


Utt = u xx \ u 


x 


yp(x)€C 2 ([0,1]), O^x^l; 




2x 


rp(x) e C 2 


°^2 





的解 u{x,t). 这里 y?W(0) = ^W(O) = 0, * = 0,1,2. 

a) 借助于不等式，描述使得这个问题的解 u(x,t) 唯一确定的所有值 (x, t) € R 2 
的集合. 


b) 描绘出这个集合. 

c) 求出所考虑问题的解 u(x ， t). 


3.3 有界弦.傅里叶方法 


施图姆-刘维尔 （ Sturm - Liouville ) 问题 

考虑施图姆-刘维尔微分算子 


L: 


d_ 

dx 


p(x) 


去)- 


q(x), L[u] = (p f uy - qu } 


的形如 


L[u] = -Au, 当 a; € (0,1) 

w Uo = °， 

U \x=l = 0 

的谱问题，其中，在 [0,Zj 上 g ⑷彡 0, 且在 [0,Z] 上 p ⑷彡 P 0 > 0 


定理 


1) 算子 L 是对称、负定的，即 


([M ， u)l 2 (0 ， i) = (u,L[t;]) L2(0il) , (L[u],w) L2 ( 0> i) ^ -k 2 (u,u). 

2) 如果 L[u] = — Au, L[v] = —At;, 那么函数 u(a;) 与 v(x) 线性相关；如果 L[u ] = 
-Xu, L[v] = -fiv 且入 //i, 那么有 (i/,v) L 2 ( 0 ,i) =0. 

3 ) 以八与 X k (x), k e N, 表示算子 L 的本征值与本征向量，即 L[X k ] = 
-X k X k 、 X k 羊 0, 那么集合 { 為 } 在 L 2 (0,1) 中构成完全正交系，而 |A fc | —+oo. 

傅里叶方法 

具有固定端点的有界弦的本征振动（固有振动）的研究归结为问题 

u « = XG(0,Z), ^>0, ti| x=0 = u\ x=l = 0, (3.1) 

u lt=o = 々⑷， ^t| t=0 = 矽 (x). (3.2) 
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这就是所谓的弦振动方程的混合问题或初一边值问题.这个问题的解可在 C 2 ((0, Z)x 
R + JDCHIO ,/] xR + ) 类的函数 u ( x , t ) 中求出. 

(3.1) 中在每一个端点= 0和 a : = Z 上的边界条件可以用上面对半有界弦指出 
的三种类型边界条件（它们是彼此无关的）来代替.相应地，为使问题 （3.1) 〜 (3.2) 的 
古典解存在，还必须在 两个点 （0,0)与 (1,0 ) 满足 相容性条件. 

在闭区间上初-边值问题的解，通常是用标准的 傅里叶方法来 构造， 即 依照相 
应的施 图姆-刘维尔问 题的本征函数 X k ( x ) 展开成级数.在第 I 类与第 II 类齐次 
边值问题的情形，在两个端点基函数具有如下 形状： 


X k { x ) = sin (k e N ), 


在 u 


nkx 


X 0 ( x ) = 1, Xk { x ) = COS — j— y 在 


U = 0 的 情形； 

= u x\ x=l = 0 的情形 


Xk { x ) 


sin 


7T(fc -孓) X 


，在 


Ux \x 


0 的情形; 


Xk ( x ) = cos 


-)rr 


，在 Ux 


7 =0 的情形. 


例如，问题（ 3 .1) 〜 (3.2) 的解由下述公式 给出: 


u ( x , t ) 


E °° f A nkat _ • nkat\ • nkx 

I Ak cos — ； "— + Bk sin —:— I sin 


l 


l 


) 



B k 


2 


i 


izka 



*0( x ) sin 


0 


对所考虑的混合问题，函数 


m 



2 u t ( x ^ 0 + t ) 


dx 


称为能量积分. 

在两个端点: T = 0及 X = Z 有第 I 类或第 II 类齐次 边值条件的情况下，对这个 
问题的任何古典解 u { x , t ), 能量 恒等式 


成立. 


m 三 常数 



3.3 有界弦.傅里叶方法 
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习题 


3.31 设纟）是1+ x 中问题 


u t t 


= U X xy Ux 1=0 = 0 ， 

{ sin 3 x , n < x < 2 n , 
0, x ^ (? r , 2 tt ), 




的解. 

a ) 画出 u ( X) 2 tt ) 的图像. 

b ) 当 x € [0,2 tt ]^ E I + 并且补充条件 u^ =27r = 0 时，考虑上述方程，并画出 
u ( x , 2 n ) 的图像. 

c ) 对于上述补充条件改为 u x \ x=2n =0 的情况画岀 u ( x , 2 tt ) 的图像. 

3.32 指出使得在矩形0 = [0, tt ] x [0, tt ] 中的混合问题 




= ax 4 -f px 3 + sinx ， 



= 7 cos x 


解存在的所有常数 a ，0 与 7 的值.求出这个解. 
3 . 33 设 u ( x , t ) 是在[0, 1] x 屁+中混合问题 


^tt = 4i/xx ， 

乜 | t=0 = 4 sin 3 7 tx , u t | t=0 = 30 x (1 - x ) 




的解. i 

a ) 求 / ,其中/⑷=/ [ wt ( x , t ) - f - 4 u ^( x , t )] dx . 

o 

b ) 求 u ( x , 2 ). 

3 . 34 设 u ( x , t ) M [0,7T] X S + 中混合问题 


wtt = 以灯，以 x=0 = 以找开 = 0 ， u\ t=0 = sin 100 x, u t | t=0 = 0 

的解. 在测度大于 1 的集合上 I & ( x ,|)|>100 是否正确？ 

3 . 35 设 u { x , t ) 是在[0, 1] x 屁+中混合问题 

Utt = u \x=0 = u \x=l =0 » u \t=0 = ^t| t=0 =X 2 (1 -X) 

1 

的解•求 t Hrn ^ J [ u 2 t ( x y t ) + u 2 x ( x y t )] dx . 

0 ' 
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3.36 设 u ( M ) 是[0,1 】 x 1+中混合问题 


Utt 


x=0 = U \x=l 


U lt =0 


u t \ t=0 = x 2 ( l - x ) 


1/2 


/[W 


3.37 设 w ( M ) 是在 0 = [0,7 T ] x 屁+中混合问题 


utt = ^xx + sinx cos 5 x sin ujt 、 

U \ x =0 = °， W lt =0 = W 4=0 = 0 

的解.求所有使得 sup | u (: r , f )| < + oo 的 a ;. 

Q _ _ 

3 . 38 设 u ( M ) 是在 Q = [0,1] x 屁 + 中混合问题 

utt = u XXl w| x=0 = 0 ， u\ x=1 = sina^, w| t=0 = 0 ， u t | t=0 = ax 

的解.求所有使得 sup | ti ( a :, f )| < + oo 的 a . 

Q 

3.39 a ) 求出所有这样的 A : > 0, 对这些 fc ， 对某个函数 p € C °°((0,7 r )), 在 
[0, tt ] x I + 中存在问题 

u tt = ^ U XXi ^ lx =0 = 一 ^^)| x =-7 T = 

w| t=o = 0, u t \ t=0 = (f{x) 

的无界解. 

b ) 对 A : = 1 指出所有使得上述问题的解 u ( M ) 为有界的函数 ^( x )€ C °°((0 ? 7 r )). 
3.40 设 u { x y t ) e (7 2 ((0,7 r ) x (0, - foo ))0^((0,^] x [0, + oo )) 是在 [0,7 r ] x 屁 + 中 

边值问题 * 

Utt = Uxxy u \ x=0 = / W » U \ x =n = 0> U \ t =0 = Ut \ t =0 = 0 

的解，/⑷是光滑函数， 当纟 —+ oo 时 / ⑷ — 0. 这个问题的解是否可能随时间，即 
随 变量纟 的增长而无界增长？ 
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4.1 边值问题 


在有界区域 n 求满足条件 




= 0， u t=Q = ( p { x ) e C ( f 2) 


的函数 u ( x y t ) € C 2 ( Ql ) nC ( Q^),T > 0 或 : T = + oc ， 其中 P ( x ) 是给定的函数，称 
为在有界区域 f ) 中热传导方程第一混合问题或第一初-边值问题.边界条件可以是 


非齐次的. 

如果对 xe an 给定的不是函数 tz 的值这种条件，而是给定 U 的法向导数的 
值或者是函数本身及其法向导数的线性组合的值，那么分别称为第 II 或第 m 边值 
问题. 

柱体内的极值 原理. 如果函数 u { x , t ) e C 2 { Ql )^ C ( Q T n ) 在柱体中满足热 
传导方程，那么它要么在柱体的下底 t = 0,要么在柱体的侧曲面 xedQ 上取到其 
最大值（及最小值). 

通常，上述问题的解是用 傅里叶方法来 构造.例如，对一维空间变量0： e (0,0, 



的解由下述公式 给出: 


u ( x , t ) = ^ Cfce _ (中 ） f sin 


C k = ^ f ( p ( x ) sin ^- dx . 


0 


习题 


4.1 热传导方程的第一边值问题的解是否可能在内点取异于常数的最小值？ 
4.2 设 u € C^ l t ( Q ) 是 0 := [0, 1】 x [0, 1] 中问题 

Ut = Uxx '> U \x=0 = W L=1 = 0 ， U \t=0 > 0 

1 • • 

的解.函数/⑷/ u 2 ( Xi t ) dx 在开区间 (0,1) 内部是否可能有极大值？ 

0 _ 

4.3 设 W e C ^ t ( Q ) n C ( Q ) 是在 Q := (-1， 1) X (0,1] 中方程 

Ut = u xx - f - q ( x , t ) u } 其中 g e C ( Q ) 

的解 •记 M := nmxu , m := maxu , 其中 r := Q \ Q . 如果 a ) g ( x , t) = 0; b ) q(x, t) > 0; 
c ) q ( x ， t ) < 0, M > 0, 是否可能 M > m ? 

_4.4 设 Q ••= (0,1) x (0,1]. 是否存在具有下述性质的函数 u ( x , t):ue cl \{ Q)n 

cm ， 

ut = u xx , { x , t ) € Q ; 

u \ t=0 = 2sin7rx, u| t=1 = 3sin7rx, 0 ^ rc < 1; 

^| x=0 = sin7rt, u| x=1 = sin nt 4 - 2 sin 27rt, 0 彡亡彡 1? 

4.5 设 0 = {( a :,0 G R 2 | x 2 + P 彡 1}. 是否存在满足方程 

= u xx + 1 在 Q , 及条件 a :% = tu 在 dQ 


的函数 weC 2 (0)? 

4.6 设函数 u(x, t) e C^l(Q) D C 3 (Q) 是在 Q (0,3) x (0,1] 中边值问题 


ut 


Uxx ， U lx=0 


-t/4 


， W 


2e 一忐，吨 =0 


x + 


的解.在 G 中关于〖递减的断言是否成立? 


问题 


4.7 设函数 u k {x,t) € Cl}{Q k )nC(Q k ), A : = 1，2,是在 Qfc := Qf_ k k) 中边值 


= (^ k)xxy Uk x 


±k 


0 ， Uk \t=0 = \ x \ ^ k 


的解. 这里 p € 0( [-2, 2]); 当 | rr | < 1 时^ :)彡 0 及当 1 彡 卜| 彡 2 时# c ) 

证明： ui ( x ，0 < u 2 { x y t \ V ( x , t ) € [-1,1] x (0, TJ . 

4.8 设 u (： M ) e Cb 1 ( Q ) n C(Q) 是在 Q := Q^ n) 中边值问题 


Ut = u XXy u 


±ir 


u t=0 


sin 2 re 


n 


的解•求 t lim J u(x, t)dx. 

4.9 当函 i p(x) € Cn(0,1)) 时，在怎样的条件下 , 半带形 Q - 1} 中的边值问题 

a) = u xx , u\ x=0 = u x\ x=l = 0, w| t=0 = (f(x); 

b) Ut = Uxxy ^x| x= Q = ^x| x=1 = 0, w| t= Q = (p(X) 

的任意解 u(x, t) 具有当 t — +oo 时 — 0 的性质？ 

4.10 设 u(x y t) e Clj{Q) n C(Q ) 是在 Q := Q ;) 中问题 

txt = Wx* + au, u\ x=Q = u\ x=l = 0, u\ t=Q = (p(x) 

的解 . 求所有使得对任意初始函数 p e C([0,1]),^(0) = (^(1) = 0 成立 

lim u(x,t) =0, Vx € [0,1] 

t—^+00 

的 a e R. 

4.11 设 u(x,t) M Q( 0 yn ) 中边值问题 

= u xx , w| x=0 = tx| x=7r = 0, u| t=Q = <p{x) 

的解，其中 W e = ip(7T) = 0. 指出所有这样的函数 ip(x) 的类： 对它们有 

t lim e t u(x 1 1) = 0， Vx € [0,7r]. • 

4.i2 设 u(x, t) 是在半带形 g ^ 3tr) 中问题 

Ut = Uxx ^ U \x=0 = U Ix=3tt = U \t=0 = #( X ) 

的解，其中 p € (^[(UTrjWO) = ^(3 tt) = 0. 指出所有这样的函数 咖 ) 的类： 对它们 

a) 存在有限的 lim e^u^x, t); 

t—^ + 00 

b) 存在有限的 lim 

t—►-foo 

c) 存在有限的 lim e i2 u(x^t). 

t —+ oo 

4.13 设 u(M ) 是中边值问题 

Ut = u xx , w| x=0 = 1, t/| x= 号 = 4 ， ti(x, 0) = cos 4 x -f 4 sin 5 x 
的解.求 lim u(x,t). 

t-4+00 、 ’ pj ； An 

4.14 设 ueC^(Q)nC7(G ) 是 中问题 

= U X\Xi "i" U X2 X2 > 

w U=o = W U =0 = 0 ， W U =1 = 別， ^L a= i = 
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的解，其中 fi = (0,1) x (0,1) •求 lim u ( xi y x 2 , t ). 

t ― ►-|-oo 

4.15 设 u ( x , t ) 是半带形 Q ^ t) 中问题 

u t = u xx, u \ x= o = u \x=l = ^ u \t=0 = 

的解，其中 < ^2：)€(7 1 ([0，/】),(^(0) = (^)=0.求1如 r l u { x , t ). I 

t—+oo ^ 

4.16 设函数 ^ 与 u 2 满足关系式 I 

(^/ c)t = ( Ufc ) zx ，0 ^ X ^ 7 T , 0 < f < +00; 

u k \ t=0 = sin 2 x — a sin 4 x (k = 1，2); • 

Wl| x=0 = u l\ x=n = °» ( U 2)x| x=0 = ( W2 )*l«=ir = 0, 0 < t < +00. 

对哪些 a ， 不等式 

lim u \( x y t ) < lim ii2 ( x ， t ), Vx € [0, n ] 

t —+00 t —♦+(» 

成立？ 

4.17 设函数 u { x y t ) Ji Q ^ 2) 中问题 

u t = u xx ， War| x=0 = ^x | x _2 = 3 ， U t=0 = 0： 3 — 3x 2 + 3x 

I 

的解.求 lim u ( x , t ). • 

t—^+OO • 

4.18 设函数 u { x y t ) Ji g ^ 2) 中问题 

I 

Wt = U X xi u x z= o = 1 ， w :la ； = 2 = 13 ， U t=o = x 

的解.求 lim u ( x , t ). 

t —>+00 

4.19 a ) 求出 所有/ > 0, 对于这些 Z 当某些函数 ^( x)G C °°((0, Z )) 时，在 Q ^ t) 

中边值问题 ? 

Ut = 2 u xx , u \ x=0 = ( u x - Su)\ x=l =0, u \ t=0 = if ( x ) 

存在无界解. 

b ) 对 Z = 1，列出所有使得这个问题的解有界的函数 p ( a :) € C °°((0,0). 

4.20 a ) 不恒等于常数的函数 u { x , t ) 在区域= {( x , t )|0 < t < T ，0 < x < 
5 — exp (—<)} 中满足方程 

tit = ^XX* 

证明： 这个函数在 n T 上的最大值既不可能在 Qt 的内点达到，也不可能在 t = r 
达到 • 


b ) 设 u ( x , t ) 是问题 


4.1 边值问题 
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u t = u xxy 在区域 t > 0,0 < x < 5 - exp (- f ) 中， 

W lx=0 = W lx=5-ex P (-0 = 0 ， U \t=0 = ^ 


(4.1) 


的解，其中 ip { x ) € Cq °((0,4)). 证明： \ u ( x y t )\ < Ce ~ i . 

c ) 举岀这样函数 p ( a :) e Cq°((0,4)) 的例子：它使得对问题 (4.1) 的解 u ( x , t ) 

成立 

max u ( x ^ t ) > e _t , Wt > 0, 

x€(0,5—exp(—t)) 

假定上述解存在. 

4.21 设 u ( M ) 是 Q ^ )7 r ) 中问题 • 



的解，其中 #(0) = ^( tt ) = 0. 

a ) 证明 ： sup | u ( l , x )| < sup | y ?( x )|. 

0<x<?r 0<x<7r 

b ) sup | w ( l ， x )| 彡 $ sup |<^( x )| 是否成立？ 

0< X <7 T 么 0< X <7 T 

4.22 设函数 u ( o :，0 € C 2 ( Q ) H C ( Q ) 是 Q ••= 说 中边值问题 

u t = Au - hf ( x) y u\ xedQ = 0, tx | t=0 = 0 •• 

的解，其中对 x € n 有/⑷彡 0. 证明：对于固定的 j；o € fi ， 函数 u ( xo , t ) 是关于 
k ( o ， r ) 非 增的. , 

4.23 设 e C 2 ( Q ) fl C ( Q ) 是 Q := Q ;) 中边值问题 


u t = u xx - hv ( x , t ) 1 u\ x=Q = u\ x=l =0, u \ t=0 = ( p ( x ) E C°°([0,1]) 

的古典解. v ( x , t ) 是有界可测函数， v ( x , t ) 满足估计 \ v \^ C , C >0 是给定常数. 

是否可以选择函数 v ( x ^ 使得对所有的 （ > G 有 u ( x , t ) = 0?其中 G 是某个 
正的常数. 

4.24 设 中边值问题 

叫=+ 3 w ， 1/| 1= 。= w | x=1 = 0 

的古典解. 证明： 对于 u ( x , t ) 成立不等式 


| u ( x ^)| ^ Ce - 6t , C >0 为 常数. 

4.25 设⑼是中边值问题 

Ut = U xx , u x \ x=0 = 1, u x \ x=l = -1, Tx| t=0 = ^>{x) e Co°((0, 1)) 
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的解.这个解在 Q 上有界吗？（即温度是否升高?） 

4.26 设 u ( x , t ) 是 Q := Q 贫，”中问题 

u t = u xx , u\ x=Q = /( t ), u\ x=l = g { t ), w | t=0 = ( f { x ) 

的解， /， P ， P 是光滑函数，并且 

f ( t ) — a 当 f — oo , g { t ) —► b 当 f ► oo . 

在空间 C [0 ，lj 中，这个问题解 u ( x , t ) 当 t — oc 时的极限（如果它一般地说存在的 
话）是什么？ 


4.2 柯西问题 


定义在带形 n r = {( x } t)e R n+1 |x e R n ，o < t 彡 r } 中，满足方程 


u t 


a 2 A x u + f ( x , t ) (a > 0), ( x , t ) G 11^ 


及边界条件 


w t=0 = p(x) € Cb(R n ) 


的函数 U e cl \ l t ( n T ) nC { n T ) 称为热传导方程柯西问题的古典解，其中 ^{ x ) j ( x , t ) 
是已知的连续‘界函数. 

在有界 函数类中柯西问题的解存在、唯一并且可由泊松积分表示： 


U{Xy t ) 


1 


(2 ay / nt) n 



k - Cl 2 

4 a 2 t 


WO 炎 


Rn 


t 


+ 



1 


0 Rn 


(2 ay /7 r(t - r)) n 


k -^ i 2 

4 a 2 (t — t ) 


m 丁城 d 


附注设 uOeJ ) 是柯西问题 

Ut = Ai / 9 


在 x R + 中， 


u \ t=0 = pl(Xi)".<^ n ( ： C n )， X G R n 


n 


的解，其中 ^( Xk ) e C b ( R)，fc = 1, …， n . 那么 u ( x y t ) = l [ u k { x y t ), 这里 u k { x , t ) 是 

k=l 

柯西问题 ^ 

{ uk)t = ( uk ) xx , 在 R x R + 中， 
u k\ t=Q = ^pk(x), X eR, k = 



的解. 


在带形中对于热传导方 程的有界解，成 立如下 的极值 原理： 

如果函数 u { x , t ) € C 2 (U T ) n c b (n T ) 在带形 n T 中满足齐次热传导方程 = 
a 2 u xx> 那么 • 

inf u ( x , 0) ^ u ( x , t ) < sup u ( x ,0), V ( x , t ) G TTr - 
x ^ RTl xeR n 

对于热传导方程 的有界 解成立如下的 关于定常性的 定理： 

设 u ( x , t ) 是柯西问题 

{ ^t = ^ xx > 在 R x R + 中， 

吨 =0 = P ( X )， X 6 R > ^ x ) e CbW 

的有界解.那么 

1. 如果 lim ( p ( x ) = A± y 那么 lim u ( x , t ) = • 

a : —♦土 oo t—+oo 2 

l 

2. 如果 lim 与 ( p ( x)dx = A y 那么 lim u ( x , t )=—. 

l—^dhoo I J t—^+oo 2 

—l 

3 •如果是周期函数，那么 u ( M )= 仰，其中 ( A ) 是函数展开为 
傅里叶级数的零系数，即函数 ip { x ) 的平均. 

习题 

4.27 在带形中对热传导方程成立的极值原理，对同样形状区域中的 方程〜 + 
A x w = 0 是否成立？ 

4.28 证明： 对于方程的柯西问题，如果初始函数 u ( x ,0) 是奇函数, 
那么其解 u ( Xyt ) 也是关于 a : 的奇函数. 

4.29 如果对 ^( x ) 的有界性的要求代之以假设 

|</?( x )| < Me Kx2 y M > 0, K >0, 

那么对哪些 《> 0, 在给出柯西问题 

Ut = U xx , u | t=0 = ip ( x ) 

解的公式中的积分是存在的？ 

4.30 (利用泊松积分） 证明： 在 R x 中存在下述问题的解 u ( x , t)e (^(Rx 

K +)： 

= Uxx ， 在 L2 ( K ) 中当 f —► + 00 时 u ( x y t ) ( f ( x ), 

其中 Wo :) 是 L 2 ( R x ) 中的已知函数.（不一定连续!） 
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4.31 具有下述性质的函数 u(x,t) 是否 唯一: u € C 2 x j (R x (0,/ij); 

u t = u xxy (x t t) eRx (0, h]; 

lim uix^t) =0 ， Vx G R; sup \u(x^t)\ < +oo ， W € (0,"]? 

亡一 0 xeR 

4.32 设 G = {(x,t)\x € HM € I-}. 求所有属于 Cgp )、 在 5 中有界且在 5 
中满足方程 Ut = 的函数 u(x,t). 

4.33 设 u ( x , 幻是 R x R+ 中柯西问题 

. x 2 -h sinx 

Ut = 4Uxx, 吨 =o = i + 2 x 2 

的解求 lim u(x t t). 

t—^+OO 

4.34 设 u{x,t) 是 R x R+ 中柯西问题 


u t = u xxy u t=0 = arccot x 


的解，求 lim u(x y t). 

t—+oo 

4.35 设 tx ( x ， f ) 是 1 R x R + 中柯西问题 

Ut = Uxx^ u t= Q = ^p( x ) ^ C^R) n ioo(]R) 
i 

的有界解.如果 lim } / </?(: r)(ir = >1，求 lim u (0, 亡). 

l—^ + OO I J t—♦ + (» 

—l 

4.36 求 lim u{x,y } t), 其中 u(x ， y,t) 是 R 2 x R + 中柯西问题 

t—+oo 

Ut = Uxx -f- Uyy f u\ t=0 = (p(x, y) 

在如下初始条件下的 I 2 

a ) <p(x, y) = j -^ 2 , b ) ip{x,y) = sin 2 y, c ) (p(x ， y)= (『:二) 2 • 
4.37 a ) 解 R 3 x R + 中的柯西问题 


ut = Aw — 3 tx, 


u 


o 


e 


-( xi + x 2 + x 3 ) 


b ) 求 lim u { x ^ t ). 

t—^+00 

4.38 设 u ( x , t ) 是 R x R + 中柯西问题 



的解.求 lim 

t—^+00 


+00 

J u ( x , t ) dx . 


0 


4 . 3 9 设 u{x,t) 是 R x R+ 中具有 “ 势”的热传导方程柯西问题 


u t = u xx — u, tz| f=0 = sin 2 x 

的解. 证明： 存在常数冷使得 

t) - Ae _t | ^ a(t)e~\ 

其中当£ — oo 时 a ( t ) — 0. 求常数 A 
4.40 设正的有界函数满足方程 

u t = Au 在带形 R 3 x (0, 1) 中， 
u = 0 在立方体（0, 1) x (0, 1) x (0, 1) x (0, 1) 中. 

在带形 R 3 x (0, 1) 中 u 三0是否成立？ 

4.41 设 w € C 2 ( Q ^) n C(Ql) 是在带形说中柯西问题 

ut = u xx , 吨=。= 0及 | u ( x ,^)| < C 7| x | 

的解. 证明在 Qf 中 tx 三 0. 

4 42 设 n := R x IR +\{(0,1)} 是 “ 挖去” 一 点的半 平面 ； w ( x ⑺是 n 中热传 
导方程的解，且当 (x,t) € n 时 \u(x,t)\ < M. 证明在点（0，1)的奇性是可去的，即可 
以在这点补充定义函数 u ( x ，0, 使得它是 KxR + 中热传导方程的解 • 

4.43 求下述问题的解 w(x, 纟） e C(l + x R) : 

Ut = U xxy (x, t) GR-i- x R, u| x=0 = cos 5t, t G M; 

sup|u(x,^)| < oo. 



5.1 调和函数 

函数 u ( X ) t ) e C 2 ( fi ) 如果在 n 中有 


Au 


称函数 U 在区域 n 中是调和函数. 


平均值定理 如果 z /(: r ) 是在区域 n 中的调和函数，那么 


u ( xo ) = 

\^ r ( x o )\ J 

u ( x ) dS ^ 


^r( x o) 


u ( x 0 )= 

\ B ^( x 0 )\ J 

^ R ( xo ) 

u ( x ) dx . 


极值原理设 w (: r ) 是在 D 中调和的、在 n 中连续的函数且 u ( x 0 ) 

maxw , : to € 那么在 n 内 w 三 M . 
n 


M 


刘维尔定理 如果 u ( x ) 是在 R n 中有界的调和函数，那么 

关于法向导数的霍普夫-奥列尼克 （ Hopf - OjieftHHK ) 弓 


常数. 


夭十法问异数的翟普夫-奥列尼克 （ Hopf - OjiefimiK ) 引理设函数是 

球 B 中的调和函数，它异于常数 ， w e C ( B) y 并设 u (: c ) 在点 bedB 取最小值（最大 

fjl I 

值). 如果在点6存在导数&，其中 7 是与球的边界在点6 的外法线方向成锐 
角0的方向，那么 

尝<。 ( S >°) - 


5.1 调和函数 
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哈纳克 ( Harnack ) 不等式设 u ( x ) 是在球邱 (0) 内的调和函数且 w (: c ) 在 
5^(0) 上连续、非负，那么 


u { 0 ) R n 


2 


R — \x 


(R + \x\) n ~ l 


^ u ( x ) ^ w (0) i ? 


n— 2 


R + \ x \ 


( i ? 一 | x |) 


关于可去奇性的定理 如果 u ( a ：) 是 fi \{0} 内的调和函数且 

|u(x)| < a(x)|f n (x )|， 

其中当 z — 0 时 a(a:) — 0, 而 £ n (x) 是拉普拉斯算子的基本解，那么函数 t/(x) 可以 
在0点补充定义，使得 u ( rr ) 在0内处处是调和的. 

关于流置的定理 如果 u(:r) 是 D 内的调和函数 ， u € C 1 ^), 那么 

/ % dS = 0i 

an 

其中1/是的外法方向向量. 

习题 

5.1 求 R 2 中所有这样的调和函数 u(x,y ) y 它使得 

u y (x,y) = 3xy 2 - x 3 . 

5.2 在 R n 中求所有属于 L 2 (R n ) 的调和函数 . 

5.3 在 R 2 中求所有使得 

u x {x,y) < u v (x y y) y V(x,y) G R 2 

的调和函数 u( Xl y) 

5.4 设 n = {(a:, y) G R 2 |0 < x < 1,0 < y < l},tx G C 2 (fi), 

Au = 0 在 上 ， w _ n = = 0 当 0 彡 x 彡 1 时 . 

y = u ' y = a 

1 

函数 /(a:) / u 2 (x ， y)dy 在开区间 (0,1) 内部是否有拐点？ 

0 _ 

5.5 设 w(a;) 是 B=(0) 内的调和函数且在 B^(6) 上连续 , tz(0) = 0 . 试求数 

[ w(x)da : 与 f u(x)dx 


J3+ 


B- 
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之间的联系，其中 B^ = {xe 埒⑼ Krr) > 0}, B~ = {x e 卜 ⑷ < ()}• 
5.6 设 u 是 : 上的调和函数.求 

2ir 

J u pp (l y 0)d0. 

o 

5.7 设 u(x)e 0( 所 ⑼） n C ( 所 ⑼); 

Au ( x ) =0 ， x := (xi,X 2 ) € 所⑼； 

u(x) : = x € (0), X 2 ^ 0; 
u(x) = X 2 y x 6 (0), X 2 < 0. 

求 J u(x)dx. 

5 ? /2 (o) 

5.8 设 Aw(x) = 1, B|(0j\B?(0 ). 那么 

/ 砮—与 / % {p ' e)ds 

s?(0) 约⑼ 

哪一个大些？ 

5.9 设 A c n 2 ; ufc e c 2 (ii k ) n c(n fc ); 

At/fc(x) = 0, x e f2/t ； U k (x) = fk{x) f x e dflk {k = 1,2); 
fi{x l ) < / 2 (x 2 ), Vx 1 G dili ， Vx 2 € 9^2 ； 

x°eni 是任意一点 . U〆/) 与 u 2 (x°) 哪一个大些？ 

5.10 设 u e c 2 (Bf(0)) n C(B?( 0 ))； 

UjCiXl + ^>X\X2 ^X2X2 = 1， X : = {X\yX2) G 5$(0). 

u(:r) 在 S ? ⑼内部是否有 

a) 最大值； 

b ) 最小值？ 

5.11 设 u e C 2 ⑼门 C(H); q e C(n); 


Au(x) -f q{x)u(x) =0 ， x £ fl] M = maxu(x); 


m = 


maxu(x) 

dd 


如果 


a) q{x) = 0; 


b) q(x) > 0; 

c) q(x) <0, A/ > 0; 

d) q(x) <0， M < 0 ， 

是否可能 M > m? 

5.12 设 n = {{x y y) e R 2 |l ^ x 2 -f 2y 2 ^2}; u G C 2 (fi); 

Au(x, y) = 0, {x,y) e 

u{x, y) = x-\-y, x 2 + 2y 2 = 2; 
du{x y y) f 一」 r\ I 


dv 


+ (1 - x ) u { x , y ) 


x 2 + 2y 2 


求 max | ix ( x , i /)|. 

Q 

5.13 设 fi 。 


R 3 \B?(0 )； G C 2 (fioo ) 门 CiUoo); 

} X e fioo (k = 1,2)； U \( x ) < W2(X )， Vx € dCloo. 


由此是否可以得出 Ui ( x ) < u 2 ( x) y Vx € fioo ? 


5.14 设 uec 2 ⑼ nc 1 ⑼； 

Au ( x ) =0， x G f 2; 


du ( x ) 

dv 


*0( x ), x € dfl . 


证明： 利 a :) 在上不少于两点变为零. 

5.15 设5+ := { a ; = ( xi , X2 , X3 ) €所⑼卜 3 > 0}，函数以⑷在 B + 上定义且 
连续，当 ： r 3 = 0时函数等于零， u ( x ) 在内是调和函数. u{x) 是否可以延拓为在 
B ?(0) 内处处为调和的函数？ 

5.16 a) 设 C R 2 ; fioo = R 2 \H; u 6 C 2 (f2oo) D C^floo) fl LooWoo ); 


Au ( x ) 


X = (xi, X2) € fioo. 


证明 lim 存在. 

|x|—►oo 

b ) 在 n = B ⑽且 


2 n 



u ( cos0 , sin 0 ) d0 


的情形下求这个极限. 

5.17 设 

Q := {x = ( xi , x 2 , x 3 ) € R 3 \ xI + x ^ < 1, | x 3 | < 1} ； L := «|(0,0, o ; 3 ) |: r 3 | < 备}; 

函数 W ⑷在 Q \ L 内是调和、有界的.证明函数 < o :) 可以延拓为在 g 内处处调和 
的函数. 


章檷圆型方程 


5.18 对于方程 


A n A d 2 


在平面上有界区域 Q 中，如同拉普拉斯方程那样形式的极值原理是否成立? 
5.19 设 u ⑷是 R 3 中的调和函数并且 


III 


R3 


u 2 ( x)dx 

(1 + W ) 3 


< oo . 


在 R 3 中 u ( x ) 恒等于常数正确吗? 


5.20 在球 Bf (0 ) 内是否存在这样的正的调和函数使得 


w(0,0,0) = 1， w ( 0,0, 


10 ? 


5.21 设函数在球所⑼内给定，它满足方程 

= (A <0为常数） 

且在半径为 (5 的球 埒⑼内 u ( a :) e 0,其中0 < J < 1，5为常数.证明在 所⑼内 

u = 0. 

5.22 设 A ： = {( r ^)\0 < r < l ,0<(^<^} 是圆心角为30。的扇形， u ( r ， ⑷是 
K 内的调和函数，它属于 C l ( K ). 证明： r 

Kr ,^)|< Cr 6 , 其中 (7 > 0 为常数. 

5.23 构造一个在球 Bf ( 0 ) 内有界的调和函数 u ( x) y 使得 | Vu | 在 B ?(0) 中无 
界的例子. 

5.24 设函数 u ( x),x e R 3 , 满足方程 


Au = u { x ) 在 R 3 中 


及有估计 


| u ( rr )| ( C 、 x eR 3 


证明在 R 3 中 u 三 0. 

5 . 25 设 ix (: r ， J /) 是 （ a :， 2 /) 平面上、在半带形 II = (0,1) x R + 中拉普拉斯方程的 
解，其中 R + = {j/>o},ue c 2 (n) n C(n), 12 满足边界条件 


u lx=0 = 


y > o 


并且当 — + oo 时 u ( x ， y ) — 0 对 x —致地成立.证明 


W ( x , y )\ < Ce ~ 314y , 其中 C >0 为 常数. 


5.2 基本边值问题的古典提法 
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5 . 2 6设 W (： T , 2 /) 是在半平面 P = { y >0} 中的调和函数 ， W € C ( P ) 


\ u ( x , y )\ 彡 M ， x eR , 2 / G R + 且 w | 


0 ， VxeMi 


其中 M 是某个常数.证明在尸中 


0. 


5.2 基本边值问题的古典提法 


格林公式 

如果 




vAudx 




n 



(vAu — uAv)dx 


Q 


命 -/ 

an n 


f ( du dv \ 

J \ v d^~ u d^J 


VuVvdx 


dS 、 


(5.1) 


其中艾 是区域边界 dn 的外法向单位向 M . 

狄利克雷内问题 

设 fl C BT 是有界区域， an 是 C 2 类曲面. 
求函数 u { x ) € c 2 ( n ) nc ( n ) 使得 

△w = /( x ), 


€ 


xedQ 


W ( X ) 


(5.2) 


称为古典狄利克雷问题，其中/⑷€ C (12),^( x ) G C(dn) 是已知函数. 
狄利克雷内问题的解是存在并且唯一的. 

诺伊曼 ( Neumann ) 内问题 


求函数 u(x) e C 2 ( n ) n C 1 ^) 使得 


/ ⑻， 



e 






(5.3) 


xedn 


称为在有界区域 n 中的古典诺伊曼问题,其中 /⑷ e c(p),ip{x) g C{dn ) 是已知函 
数，7是的外法向量. 

诺伊曼问题 （ 5.3) 的可解性条件是关于 /⑷ 与 ip{x) 的 等式： 



f ( x)dx 



Audx 



du 

du 


dS 



ip ( x)dS 
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(这个等式可由格林公式 （5.1) 当 V ( a :) ^ 1 时推出).问题 （5.3) 的解不是唯一的，而 
是在准确到任意一个附加常数为确 定的： 如果^ ⑷与 是 (5.3) 的解，那么 
U \( x ) - u 2 ( x ) = C (C 为常 数). 

狄利克雷外问题 

设 n C R n 是具有 C 2 类边界 dQ 的有界区域， f 2 oc 三 M n \ H . 

求满足方程、边界条件 


△W = f(x), X e fioo, u \ xedncx = ^( x ) 


及在无穷远处条件 

u ( x ) —► 0, 当 | a :| — > oo (n ^ 3), 

| u ( x )| ^ C f 当 W —► oo (n = 2), 


(5.4) 


的函数 u ( a :) e C 2 ( f 2 oo ) 的问题称为在无界区域 fioc 中的古典狄利克雷外 

问题，其中 /⑷ e CiQoo ) n e Cidn ^) 是已知函数, c 是某个 常数. 

狄利克雷外问题的解存在并且唯一. 


诺伊曼外问题 


求满足方程、边界条件 


Au = f(X), X e fioo , 


du 


dv 


xedQoo 


= p(x) 


及在无穷远处条件 (5.4) 的函数 € C 2 ( fioo ) nc ^ noc ) 称为在无界区域 fioo 中 
的古典诺伊曼外问题，这里 /( or ) e CCfiooJflLx ^ oo ),^) € C ( dCl ) 是已知函数 ，17 
是 Sfioo 的外法线向 M . 

当 n > 3时存在诺伊曼外问题的唯一解. 

当 n = 2时,诺伊曼外问题仅当补充条件 



成立时是可 解的； 这个问题的解在准确到任意一个附加常数是非唯一确定的. 

平面上的边值问题 

对于圆内或环内的拉普拉斯方程 Au = 0,如果变到极 坐标： 


Au ( p , 0) = 


d 2 u 

dp 2 


1 du 1 d 2 u 
+ p + p 2 洲 2 



5.2 基本边值问题的古典提法 
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并应用分离变量法，可以得到其边值问题的解.拉普拉斯方程的通解具有如下形式 

u ( p , 0 ) = Ap Bp\n p ( A n p n - {- 与 ) cos n 9 


P n 


+ ^2 ( Cnpn + sin nQ ' 


这样的函数 u ( p ， e ) 在所考虑的区域应当是有界的，那么 

——对于环内 ( Ri < p < R 2 ) 的问题,所有的系数可能是非零的， 


——对于圆内 ( P < R ) 的问题 ， Bo = B n = D n = 0( n = l ) 2,...), 

-对于圆外 （p > /?) 的问题， Bo = >!„ = C n = 0 (n = 1,2, • • •). 

其余系数由边界条件确定.例如，对于狄利克雷内问题 


Au = 0, p < R ; 


u 


p=R 


m ， 


把函数/⑹按基 { l , cosn ^ sinn 0; n = 1,2，".}展开为傅里叶级数，我们得到 


2tt 


2tt 


2 tt 


火 0 


2 tt 



f(0)de, An 


^7 J f(0) cos nOde , C n 


1 


ttR 



f(0) sin nOdO 


o 


o 


0 


位势 

考虑区域 A 其边界满足如下 的李雅普诺夫 ( JlimHOB ) 条件 （即是所谓的 李雅普 
诺夫曲 面)： 

1) 在边界的每一点处存在确定的法线（切平面). 

2) 存在这样的数 d > 0,使得在边界上任何一点 P 处，对于边界位于半径为 d 、 
中心在 P 的球内的部分,平行于 P 点法线的诸直线与该部分相交不多于一次. 

3) 在点4 与点 B 的法线所构成的角满足如下 条件： 


nZ?nB < C\A - B\^ , 

其中 0 - S | 是由 4 到 B 的距离, 0 < 7 彡1 ， C 为常数. 

前面在 1.1 节开始处定义了函数 £ n ( x ) —— R n 中拉普拉斯算子的基本解.借 
助这些函数可定义不同类型的势. 

牛顿势 

ui(x) = J £ n (x-y)f(y)dy. 

Q 

这样的势还称为空间势 （ n 彡 3) 或（对数）平面势 (n = 2). 

单层势 

U2(x) = f £ n (x - y)q(y)dSy. 


dQ 




5.2 基本边值问题的古典提法 


• 47 • 


定理格林函数具有如下性质： 

• G ( x \ y ) = G { y \ x ) -互易原理； 

• G ( x ; y )^0 对所有的 xen , yeU 成立——非正性. 


狄利克雷内问题 (5.2) 的解由公式 

u ( x ) = J y ) f ( y)dy + J y>> ( f ( y 、 dS y 

n dQ v 

确定. 

习题 

5.27 写出在 B ^ O ) 内给出拉普拉斯方程狄利克雷问题解的公式，并证明由这 
个公式所确定的函数在 5^(0) 上连续. 

5.28 是否存在这样的函数 G ( x ; x % 当以条件 

dG ( x ; x °) ^ . r 

一 0， ^ x G u^l 

代替条件 

G { x \ x °) = 0 ，当 x e dfl ， 


其定义不同于对区域 ficR 3 内狄利克雷问题的格林函数的定义? 
5.29 对于哪些 a , 在圆 Bf (0 ) 内存在具有边界条件 


du 

dp\ 


a cos 4 0 + a 2 cos 2 6 


p 


的拉普拉斯方程诺伊曼问题的解 u ( p , e )? 


5 30对哪些 cx 与0， 在圆环 B 2 '0)\： ^可内存在具有边界条件 


du 

d~P 




1， 


P 



+ au 


0 


2 


的拉普拉斯方程边值问题的解？在所有当解存在的情况下求出这个解 
5 . 3 1在所⑼\{0}中是否存在满足条件 


du 

dp 




x - y 2 


p 


的调和函数 u ( x ^ y)l 


5-32 求下述问题的解 


△以 = o ， p> 1; I 


x [2 y - 1) 


p 


inf u ( x } i /)=0 

p > 1 
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5.33 a ) 如下问题的解是否唯一？ 

tie C 2 ( fi ), 其中5 = Bf (0)\^(0); 

Au ( x ) =0， x G 

一 aiu ( x ) = fi { x ), Sf (0); 
op 

巧⑷ + a 2 u ( x ) = / 2 ( x ), x e 劝 0); 

op 


a k >0 (k = l ) 2) 为常数. 

b ) 对 < 0 (fc = 1，2) 为常数考虑同样的问题. 

5.34 求所有这样一些 a >0, 使得在半平面 R + xR 内的拉普拉斯方程狄利克 
雷问题满足不等式 


\ u ( x , y )\ ^ Af(l + x + | 2/|) Q 

的解 u { x iV ) 是唯一的，其中 A / > 0为常数. 

5.35 求所有这样一些 a > 0,使得在区域 


|( x , y ) € R 2 



内的拉普拉斯方程狄利克雷问题满足不等式 


\u{x,y)\ < M (1 + x 2 + y 2 ) a 

的解 u(x,y) 唯一,其中 M > 0为常数 • 

5.36 求展布在闭区间 x = 0,0^i / <2 上密度等于 1 的单层对数势 u(a;,y) 在 
Oy 的负半轴上诸点处的值. 

5.37 求 lim [ (^ 2 - 2rj 2 ) ln[(x - ^) 2 -f- (i/ - r]) 2 ]dS. 

x 2 + y 2 —oo J 

《 2 +” 2 =1 

5.38 设 B =所 (0). 是否存在具有性质 


Aui = 0在 B 内， 


dui 

dy 


Ui 


3 x 在上 （i = l ， 2 ) 


的两个不同的函数 Ui ( x y y)e C 2 ( S )? 

5.39 a ) 设 K = {1 <卜| < 2 }是 R 2 中的“环形” 区域. 如下的边值问题 


Au = 0 在尺内， 


du 

dn 


kl =1 


#1( 怎 1，工2)， U \\ x \=2 = 


外(工1，工2) 


的解 w € C ^{ K )^ C l ( K ) 是否唯一？ 其中叭与外 分别是在圆 {| x | = 1} 与 {| a :| = 2} 


匕的任意连续函数. 


5.2 基本边值问题的古典提法 
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b ) 如果 A = cos 0, ^2 = sin 0 (0 是平面上的极角)，求 a ) 小题中所提问题的解. 
5.40 a ) 证明，在带形 n = {( x , y )|0 < x < l ,- oo < y < + 00 } 内的狄利克雷 

问题 

△w = 0 在 II 内， u\ x=Q = ipi ( y) y u\ x=l = ip 2 ( y ) 


的解不唯一，其中 (^ i ,^2 e C ( Ri ). 
b ) 上述问题加上补充条件 


u ( x , y ) — 0,当 | y | — oc 时， 


其解是否唯一？ 

5.41 设 Q 是具有 C 1 类边界的有界区域.边值问题 


Au - u=l 在 (5 内， 


du 

dn 


dQ 



的解 u e C 2 ( Q ) nc 1 (⑦在 Q 内是否可能是严格正的（艽是 ag 的外法线方向向 
量)？ 

5.42 设 K = B ^{0) y u ( x , y ) 是问题 


Au = x 2 y 


u 


dK 


0 


的解•求 tx (0,0). 

5.43 对每一个 a G K 1 , 问题 


△w = 1 在 K = {( r ， p)|l < r < 2} 内， 


du 

dn 


sin ip , (尝 -f aw 


sin 2 ueC 2 ( K ) DC l ( K ) 


2 


是否至少有一个解？ （7? 是圆环 K 的外法线方向向量 .） 

5.44 对哪些 a GR 1 ， 边值问题 

△w - \-2 u = x — a 在 内， 1 / = 0, = (0,7 r ) x (0,7 r ) 

至少有一个解？ 

5.45 设是平面上的有界区域， u ( x)e C 2 ⑼， 

Au = 0 在 Q 内， 


Wx ) 是如上的连续函数且除去唯一的点 a ;* €如外对所有 : co e 


ill ? u ( x ) = ( p ( x 0 ). 
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我们称这样的函数为“除去一个边界点 X * 之外的狄利克雷问题 Au = 0, u | ar2 = ^( x ) 
的解”.这样的狄利克雷问题的解是否唯一？ 

5.46 设 n C R 3 是单位球的外部.狄利克雷外问题 

△w(x) = 0 ， |x| > 1 ， w|, x | =1 = o 

的解 u { x ) € C 2 ( fi ) nC ( H ) 在补充条 件：当 | x | — + oo 时 

a) I K0| 2 ^ = O(l),b) I \u(0\ 2 d^ = o(l) 

I 卜 *l<i I 卜 *l<i 

下是否唯一？ 

5.47 a ) 在 B ? ⑼内求具有边界条件 

OO 

u p=l = k~ p ~ l sin(k q 6) 

k=l 

的拉普拉斯方程狄利克雷问题的解 u ( p ，0), 其中 P 与 g 是给定的自然数. 

b ) 对哪些 p 与(/，这个解属于空间 Z / 1 (所 (0))? 


5.3 广义解 

狄利克雷问题 

考虑在区域内古典提法的狄利克雷问题 

J Au = /,在 n 内， 

I ii = <^, 在沉?上 • 


对函数 U e i / 1 ⑼，如果对任意 V e 片 1 ⑼及 W 1 € H 1 ^) 



VuVvdx =— 

称 u 为边值问题 (5.5) 的广义解. 

如下的极小化问题 



inf 

w-<peH l (Q) 


j \Vw\ 2 dx + 2 j 


fwdx 




n 


或者 


inf 

eH l (n) 


j \Vw\ 2 dx + 2 j fwdx — 2 j VipVwdx 


SI 






(5.5) 


5.3 广义解 
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称为问题 （5.5) 的变分提法. 

诺伊曼问题 

考虑在区域0内古典提法的诺伊曼问题 


Au 

du 

d~v 


/,在 D 内, 

也在如上 


设 /€ L 2 ⑼，矽€[ 2 (如). 

对函数 li € i/ 1 ⑼，如果对于任意 v e H l ( Q ) 



VuVvdx 



jpvdS — I fvdx 


on 



函数 w 称为诺伊曼问题 （5.6) 的广义解. 


如下的极小化问题 


inf 

e // 1 ⑼ 


j \Vw\ 2 dx + 2 j fwdx — 2 j i)wdS 


an 


称为问题 （5.6) 的变分提法. 


第三边值问题（傅里叶问题） 

考虑在区域0内古典提法的第三边值问题 


△w = /， 


在 n 内， 


du 

du 


+ cm =(，在沉 2 上 


设 / e[ 2 (n),C€i 2 ( 輯 
对于函数 W e H l ( Q ), 如果对任意 v e //I ⑼ 



VuVvdx + 



uvdS 


an 



(^vdS — i fvdx 


dQ 



函数 u 称为第三边值问题 （5.7) 的广义解. 
如下的极小化问题 


(5.6) 


(5.7) 


inf 

weH l (Q) 


J \^\ 2 dx + a J w 2 dS-2 f CwdS -h 2 f fwdx 


an 


an 
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称为问题 (5.7) 的变分提法. 

极小化 

对于泛函 F ， 如果当 A : — oo 时 F ( u k ) — m，m = infF ( i ;), 称序列 { u k } 为 F 的 
极小化序列. 

我们注意到，诺伊曼问题在准确到附加常数具有唯一解.为了问题的唯一可解 
性，通常假设对于解有按区域的零平均.在这样的假定下，问题变成唯一可解的，在 
这种情况下可以应用所研究的古典提法、广义解提法或变分提法的一般模式. 

如果序列 { u k } 是极小化序列，那么存在这样的 u € 使得当 fc — oo 时 

叫 一► u 且 F ( u ) = m . 


里茨 ( Ritz ) 方法 

考虑狄利克雷问题的变分提法. 设 F ( w ) = J \ Vw\ 2 dx + 2 J fwdx . 考虑线性无 

关组和 ，…為，…，它的有限线性包在 H l ( il ) ^稠密. ° 

如果％是线性方程组 



«1 


V0i + o?2 


V(f>2V(t>idx + …+ a *： 





Oil J + a2 J V({>2^/<t>kdx -f 

n n 






的解，那么 { uk } 是极小化序列，其中 Uk = ^2 ^ = 1，2,… . 

7 = 1 


习题 


5.48 iSlue C ( B ?(0)); u ( x , y ) 彡 0, a : 2 + 沪=1;在 B ?(0) 内存在索伯列夫意义 
下的广义导数同时 

Wxx + < 0在斫 (0) 内几乎处处成立. 

证明， u ( x y y ) ^ 0, V ( x , y ) € 所⑼ • 

5.49 设 tx € 在 ^ 2 (0) 内存在索伯列夫意义下的广义导数 

同时在⑼内几乎处处有 


证明： \ u ( x , y )\ ^ max | w |, V ( x , y ) G 所⑼ 

sj ⑼ 



5.50 a ) 叙述对于方程 


Au = h 在内 


带有边界条件 


u = f 在 dn 上 


的狄利克雷问题广义解的定义. 


b) 在 


K ^) = 0, f ( x ) = |x| 2 , 


可(0)， n 彡3 


的情形求这个问题的广义解. 

c ) 当=坷(0)\{0}时考虑同样的问题 • 


5.51 设 B =所(0)，， 


的线段 ， q = B\e. 求狄利克雷问题 


|x £ R 4 |xi 


0, X2 = 0, X3 = 0, 0 < X4 


<•} 是脱 


中 



( Vu , Vv)dx = 0 ， Wv e H l ( Q ) y u - ip ( x ) € H l { Q) y 


咖） eCS °( B ) 及 ip ( x ) 


当 a：e 


的广义解 u { x ). 


5.52 在集合 { ti； e // 1 (S 1 2 (0))|ti; — / € 上求 


inf 



I gradiy(x)| 2 da:, 


5 ?( 0 ) 


其中 /( xi , X2 ) = x \. 

5.53 如果 n = {x = ( xi , x 2 )|l < N <2}, 计算 


夂 U ⑼ / (l ▽汁-娜 


w -(\ x \- l ) eH l ( Cl ) 


5-54 如果 0 =所(0)， 计算 


inf 

w—xi^H l (Q) 


J (|Vu;| 2 + 2{ x \ — X2 ) w)dx 
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习题 1.5 求算子 


jCu(x,y) = u xx (x,y) - u yy {x,y) 


当 y < 0时变为零的基本解. 

解首先作变量变换旋转 


4 


V 




x + 2/ 


(在广义函数中）解方程 


y) = Sxx — ^yy = 占 ( 工，2 /)- 


那么以下述方式逐一重新计算诸 导数: 


d_ 

dx 


1 


d d 


y /2 V dz dw 


a_ 

dy 




d 


d 2 d 2 


dw 


2 


d 2 


dx 2 dy 2 dzdw 


在正交变换下， (5 函数仍为 5 函数，方程在新的坐标下具有如下形式 


^-£ M = \8{zM 


2 


S(z) - S(w). 


先将 W 固定，对变量 2 积分，然后再固定对变量 Ti ； 积分,得到 


d_ 

dw 


£(z^w) 


2 


(e ⑷ + C05M ， 


£(z,w) = -(©W + G)(e ⑽ + c 2 ). 
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现在需要在所有求得的基本解中选取那个（或那些）当2/ < 0时变为零的.我们 
发现，广义函数 £( z , w ) 是正则的，在 I ， II ， III 及 IV 象限中（对于坐标 ( z , w ) 而言 
的）分别等于 （G + 1)( C 2 + 1)/2, (Ci 4-1)(7 2 /2,^((72 + 1)/2 及 CiC 2 / 2 的分块 
常数.半平面2/ < 0穿过这四个象限中的三个（除去第 II 象限).按照条件，在那里 

f (2 ，忉 ）= 0 ,即 

(C\ + 1)(^2 + 1)/2 = C\(C2 4- 1)/2 = C 1 C 2 / / 2 = 0 Ci = 0, C 2 = —1. 
于是所求解是唯一的并且具有如下 形状： 

s^z.w ) =臺 e ⑷ (e ㈣ -1) = -备 0 ⑷ e ( 一忉 )• 

变回原先的坐标系，有 

^ 9 y) e (— 1 _ y ). 

两个 e 函数的乘积，除在集合 


x — y >0， -x -y > 0 y < x < -y <=» | x | < y 

之外处处为零，在上述集合内等于 i . 于是答案可记为 


你， 2/) = - $0(2/- | x |). 


习题 1.12 对哪些 a ， 函数 u { x , y ) = | ln ( x 2 -f y 2 )\ a 属于空间 H 1 ^), 如果 

a ) = 所/ 2 (0); 

b ) fi = 5 2 2 (0)\^(0)? 

解 a ) 函数 w = I ln ( x 2 + y 2 )\ Q = |21 n 十，其中 r = y / x 2 + y 2 , 在区域 = 
B ^ / 2 ( 0 ) 中仅在坐标原点具有奇性.这个函数对任意 a 属于空间 L 2 ( fi ), 因为 


J | ln ( x 2 + y 2 )| 2a dxdy 




2 n 


n 


2 

J |2 lnr| 2a rdr 


< +00, 


0 


这是由于当 r —> +0 时 I lnr| 2a r —► 0. 


其 次有: 


Vu = a |21 nr | 


- Vr , 

r 
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如果如下积分收敛,那么函数 u e H \ n ) : 

I 

J \ Vu\ 2 dxdy = 2 nC 2 j - ) rdr 

Q 0 

i 

= 2 ttC 2 f |lnr| ^—dr (作变 M 变换 s = -\ nr ) 

0 

+oo 

= 2 tzC 2 f s 2 ^ l ) ds . 

In 2 

上述积分当 2 (a - 1) < -1，即 a < ^ 时收敛.（严格地说 ， a = 0的情形，即当 C = 0 
时，要单独考虑 .） 

b ) 在区域 D =辨(0)\巧 /2 (0)中，对函数 lx = |21 nr | Q 及其导数，它们的奇性仅 
可能在集合 r = 1上，在这些地方对数变为零. 

因为当 r —► 1时 ， lnr = ln(l + (r - 1 )) 〜 r 一 1,那么积分 


2 

J | ln ( x 2 4- y 2 )\ 2a dxdy = J |21 nr| 2a rdr 


收敛当且仅当 

2 


/ |r — l\ 2ot rdr < - foo , 

i 

即当 a > 时.在这种情形 u e L 2 ( fi ). 

我们来考察，当 




I lnr | 2 ( a 一” 


dr < +oo 


r 


成立时.被积函数当 r — 1 时等价于 |r - ll 2 ^- 1 ), 所以积分当且仅当 


2 (a - 1) 〉-1，即 a > | 

时收敛.（这次要单独考虑 a = 0, 这个不等式不成立的情形，但在答案中应加入这一 
情形 

答案 a ) a < |; b ) a > •或 a = 0. 

习题 1.15 对哪些 a ,/3, 函数 f ( x ) = \ x \ Q cospx 属于空间片一 1，1))? 


解大家知道， H \( a , b )) 由这样的函数/⑷ 组成： /⑷€ H ^ ia ^ b ^ fia ) = 
f ( b ) = 0 (参看习题 1.11). 因为 H \( a , b )) 中函数连续，那么应 i (( a ， b )) 由 /( a ) = 
m = o 的、在 （ a ，6) 上连续的函数组成，对这样一些函数，其 z / 1 范数是有 限的. 

1) 对 a > 0，/( x ) 在(0，1)上连续. 

2) 由在/?上使得 /( 土 1) = 0的条件 看出： 

/? = ^ -1- nk , k eZ . 

3) 在开区间（-1, 1) 中每一点 Xo 的邻域中，可能除去 XQ = o 的情形， /( a :) 是连 

续可微的，所以它的 Z / 1 范数在每一个这样的点的邻域是有限的.余下要研究的是 
x o = 0 的点及端点. 

S 6 

因为当 a ; — 0时/⑷〜如果积分/ |: r | 2 a dx 与/ \ x \ 2 ^ 2 dx 收敛，那么 

0 0 

/( x ) € 6)),6 > 0，< J 《1,因此当 a > i 成立. 

其次，当 : r —► 1 - 0时，函数 /( x ) 〜 cos 0 x . 作代换 z = I - X. 那么当 x — 1 - 0 
时 k — 0 + 0), 考虑到所求得的0值 ，有： 

f ( z ) = cos(—Pz + /?) = cos 办 cos /? + sin 办 sin /? 

= (- 1 产 sin [(吾 + 丌 A :) 2 ] 〜 Cfc2，Cfc = (-1 产 (； + 开友) • 

<5 6 

于是，如果/⑷€ 即积分心 及 Cl J dz 收敛，则 /⑷ e 

妒((1 一 A 1)),(5> 0,(5 <1. 它们的收敛性对&有的 A : 值成立 ° 

总括起来，得 出：当 

a> -， ^ = + 

习题 1.19 设 Q = B ?(0). 如下断言是否 成立： 存在常数 C > 0,使得 

ju (0 )K C \\ u \\ H , {Q) , Vtx ( x ) E C °°{ Q )1 

解断言不正确.设 u ( a :) 是 C 0 °°( Q ) 中的任意函数，它在坐标原点不等于0,在 
Q 之外有零延拓 • 于是 , w € C °°( R 3 ), 当闳彡1时 w ( x ) = 0,_) / 0. 

考虑函数序列 u n ( x ) = u ( nx ). 我们有 Un ( x ) e C °°{ Q ), 当 | x | 彡丄时 u n ( x )= 
0, u n (0) = u (0), Vu n ( x ) = nVu ( nx ). 由弗里德里希斯不等式对函数 u !\ x ) e C §°( Q ) 
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有 


IWtiWh^Q) = J (l^nWI 2 + \S7u n (x)\ 2 )dx 

Q 

^ ( C ( Q ) + 1 ) J \ Wu n { x)\ 2 dx 

Q 

= ( C { Q ) -h l ) n 2 J \ Vu ( nx )\ 2 dx . 

\x\<l/n 

作变 M 变换 2/ = nx ? dx = dy / n 3 (因为空间维数等于 3): 

Tl J Tl 

\y\<i 

于是,构造了这样一个函数序列 { u n }, u n e C -( Q ), 对它们来说，在零点的值是不等 
零的常数，同时，当 n — oo 时 \\ Un \\ HHQ ) ^ 0 . 因此，对任何常数 C > 0,我们不能断 
言，对所有的函数 tx € C °°( Q ) 成立 \ u { 0 )\ < C \\ u\\ HHQy 

习题 2.8 a ) 依据于实参数 a , 确定如下方程的 类型： 


Uxx ^OLUxy 3 Qf ttyy OiUy " I - Ux ~~ 0. (2.2) 

b ) 化方程 （2.2) 为标准形式. 

c ) 求这个方程的通解. 

解 a ) D = 4 a 2 . 当 a / 0时是双曲型方程，当 a = 0时是抛物型方程. 

b ) 如果 a / 0. 特征 :$ = y + 3 ax y rj = y — ax . 标准形式： 16 a 2 U 0 — 4 au ^ = 0. 
如果 a = 0, 那么 Wa + u x = 0. 

c ) 如果 a 一 0. 标准形式： 16 a 2 — 4 au ^ = 0 .对《取积分.我们有 4 au v + tx = 
C ( V ). 继之对 r ； 取积分且对 《， r ; 的表达式作代换.得到 


u ( x , y ) = F(y •+■ 3 ax ) e iL ^' + G(y — ax ). 


如果 a = 0,那么 

u ( x , y ) = F ( y ) -h G ( y ) e ~ x . 


习题 2.10 

内满足方程 


设 D = {( x , 2/)6 R 2 \x 2 -f ( i / - 2 Z) 2 < l 2 }, 函数 w € C 2 ( Q ) 在区域 n 




signy 
~ 9 ~ u vv 



a ) 在 Z > 0 的情形是否可能 u 多 C 3 ⑴)？回答说明理由 • 

b ) 在 Z < 0的情形讨论同样的问题. 
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解 a ) 当 Z > 0时，以 Z 为半径、圆心在 (0,2/) 的圆 n 位于半平面 y > 0,在上 
半平面，方程是椭圆型的，作变量变换 ( z , w ) = { x / V 2 , yV 2 ), 把方程变为拉普拉斯 
方程 = 于是函数 u ( z y w ) 是调和函数，因此无论是作为变置 ( z , w ) 的函 
数，还是作为 ( x ^ y ) 的函数， u 都是无穷次可微的. 答案： 不可能. 

b ) 如果 Z < 0,那么圆位于半平面2/<0,在这个半平面，方程是双曲型的，它 
是弦振动方程 


tXyy = AlUxX 9 

比如 u ( y y x ) = f(y — 2 x ) ^ u ( y y x ) = f(y + 2 x ) 可能是解 w € C 2 ( f 2)\ C 3 ( f 2) 的 
例子，这里一元函数/(《）在点《= 2 Z 的邻域内是 C 2 类而不是 C 3 类的.比如说 
/(0 = I 卜2/| 3 . 

习题 2.11 在平面 ( t , x ) 上考虑方程 

u t - u x = 0, (2.4) 

2 u t t 一 （a + l ) 2 u tx 4- 2 au xx = 0. (2.5) 

a ) 求方程 (2.4) 的特征 • 

b ) 对哪些 a ， 方程 (2.4) 的任何无穷次可微的解 u ( t , x ) 也是方程 (2.5) 的解？ 
对于 b ) 小题中求出的参数 a 的每一 个值： 

c ) 求方程 (2.5) 的特征. 

d ) 指出方程 (2.5) 的某个解 u ^ x ), 但它不是方程 (2.4) 的解，或者证明这样的 
解不存在. 

e ) 对有界解讨论与 d ) 同样的问题. 

解 a ) 求方程 (2.4) 的 特征： 

dx + dt = 0 <==^ x -h t = C (C 为常 数). 

方程 (2.4) 的通解具有形状 u ( t , x ) = /(rc + t ), 其中/(0是任意一个光滑的一元函 
数. 

b ) 将方程 (2.4) 的通解代入方程 (2.5): u t t = u tx = u xx = /"(x +亡)， 

[2 — (a + l ) 2 + 2 a]/"(x +1) = 0. 

方程 (2.5) 应对于任意无穷次可微函数 /( a : + t ) 成立，因此， 


2 — （a + I ) 2 + 2 a = 0 a = 土 1. 


1. a = 1 的情形 

c ) 当 a = 1，方程 （2.5) 的形状为 - 2 u t:c + = 0. 其特征是直线 


dx 2 + 2 dxdt -f dt 2 


dx 

dt 


—1 x + t = C 为常数 


d ) 方程 (2.5) 具有一族特征，因此这个方程是抛物型的.应用变 M 变换《= 
x + t， V = t , 方程可以化为标准形状 


= 0. (2.5 ； ) 

函数心)= /(0+ W (0 是方程 (2.50 的通解，于是，函数 U { t , x ) = f ( x + tHtg ( x ^ t ) 
是方程 (2.5) 的通解.例如，函数 u ( t , x ) = t(x + t ) 是方程 (2.5) 的解，但它不是方程 
(2.4) 的解. 

e ) 仅当 9 ( x + 0三0,且 /( a : + 幻有界，函数 u ( t t x ) = f(x -f + tg(x H - 1 ) 是有界 
的.因此，方程 （2.5) 的任何有界解是方程 （2.4) 的解. 

2. a = — 1的情形 

c ) 当 a = - 1,方程 (2.5) 具有形状= 0. 它的特征是直线 

dx 2 ^ dt 2 = 0 ^ ^ = ±1 ^ x ±t = C , C 为常数. 

d ) 方程 (2.5) 有两族特征，因此这个方程是双曲型的.应用变 量变换 C = a ；# ry = 
x - t , 方程化为标准形状 

u^rj = 0 . ( 2 . 5 ") 

吨 ，”)=/(0 + P (”)是方程 (2.5") 的通解，于是 w ( t ， x ) = /(x + 1) -h g(x - 1 ) 是方程 
(2-5) 的 通解. 函数 u ( x , t ) = x - t 是方程 (2.5) 的解，但不是方程 (2.4) 的解. 

e ) 函数 u ( x , t ) = sin(x - t ) 是方程 (2.5) 有界解然而不是方程 (2.4) 的解的例子. 
习题 2.24 考虑在的带形 n = Ri x [0, y 0 ] 中的柯西问题 

△w + tz = o ， 在 n 内， uGC ^ njnc 1 ®, 

u \y=0 = %| y=0 = ^), 

其中 p ( x )，# r ) 是屺上的有界连续 函数. 这个问题在空间偶 ueE 0 ^ = {^) e 
e y 内是否适定？其中 

E 0 = 0(11)， \\u\\e 0 = sup | w ( x ， t )|, 

n 

Ei = C ( R 4) x C ( R ^), ||= sup \( p ( x )\ -f sup |^( x )|. 

R R 
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解我们来证明，问题是不适 定的. 为此,构造一个与阿达马 （ Hadamard ) 的例 
子类似的 例子. 求出方程的一个形如 u(x, y) = X{x)Y{y) 的特解，其中函数 Y ( y ) 当 
V>0 时应当是无界的•将 u (x ， y) 代入 方程： 


^\x)Y{y) + X{x)Y ,, (y) -f X(x)Y(y) = 0, 

y f, {y) __ X tf {x) _ 
y(y) 一一一丄 = A . 

对函数 y( 2 /) 可得方程 Y ,f {y) - \Y{y) = 0, 当 A > 0 时，它有无 界解： 

这时函数 A：(x) = Asin(y/\Tlx) + Bcos(VXTIx) 是方程 X n {x) + (A-h l)X(x) = 0 
的解.取 A = n 2 ，n € N， 考虑函数序列 

^n{x,y) = ^e ny sin(\/n 2 4- lx). 

函数 u n ( x y y ) 是问题 


△w n + = 0, x G R 1 , ?/ G (0, t/o)» 

w n ( x ,0) = ip n ( x ) = — sin ( y / n ^ + lx ), 

尝如。) = ^ n { x ) = ^ sin ( v ^ n 2 + lx ) 

的解.当 n — oo 时，初始函数序列依空间 C ( R l ) 范数趋 于零： max |^ n ( o :)| — 
0, m ^ c |^ n ( x )| -> 0, 但解序列 Unix, y) 不趋 于零. 由适定性的定义，初始资料 
的连续依赖性条件受到破坏，因此，该问题是不适定的. 

习题 3 . 4 举出这样的函数 ip^e C 2 ( R ) 的 例子： 它们使得柯西问题 


-f 5u xy - 6u yy = 0 ^1^ = if(X) ， Uy\ y=6x = 仏⑷ 

a ) 有解.这解是否唯一？ 

b ) 无解. 

解求方程 

U XX + — 6tXyy = 0 

的特征.我们有 


( 办 ) 2 - bdydx - 6{dx) 2 = 0, y + x = C u y — 6x = C 2 , 


写岀方程的通解 


u ( 工， y) = f(y {- g(y - 6x), 
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其中 f ( 0 , 9 ( v ) eC 2 ( R ) 是任意一元函数.将通解代入给定在特征之一上的初始条件 


I U y=6x = /(7 x ) + p (0) = ^( x ), 

1 u v\ y=6x = 尸 ( 7 工）十夕’⑼ = 分⑷. 

方程组 (6.1) 可解性的必要条件具有 

^( x ) = 7 tP ( x ) + C (C 为常数） 

的形状，并且由方程 (6.1) 仅可求岀函数/(0,而函数是不确定的. 
a ) 使得柯西问题有解的初始资料的 例子： 

( f ( x ) = 7 x 2 , rp ( x ) = 2 x . 


问题的解不唯一： 

u { y , x ) = -( x-f y ) 2 6 x ), 

其中 〆 r /) € C 2 ⑻是满足条件 WO ) = /⑼ = 0 的任意函数. 
b ) 使得柯西问题无解的初始条件的例子： 

ip ( x ) = x 2 , *0( x ) = 2 x . 

在这种情况下，方程组 (6.1) 矛盾. 

习题 3.14 在 R 3 x R + 中求问题 


u tt = A x ix , u\ t=Q = 0, ut | t=0 



的解 u ( x , t),x = ( xi , x 2 , x 3 ). 

解 变为球面坐标.因为问题的初始条件仅与 | x | = r 有关，那么，由于唯一性, 
解仅是 r 与 f 的函数. 

对于仅与半径有关的函数，在空间 xGR " 中的拉普拉斯算子具有如下 形状： 

A d 2 n — I d 


因此，对于函数 w = u ( r y t ) 的问题可改写为 


2 

^tt = 以 rr + _ Ur ， 

V 


r > 0 ， t > 0; 



= 0 , 



把方程乘以 r : 


TUtt = TUrr + 2li r ， 
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作代换 v ( r } t ) = ru { r , t ). 那么 = ru tt , v r = ru r -f u y v rr = ru rr + 2 u r . 因为 u (0, t ) 

有界，那么 V (0, t )=0. 我们得到对于函数 v ( r , t ) 的问题 

Vtt = V rr , r > 0, ^ > 0; v \ t=0 = 0, v t \ t=0 = r 8 , v| r=Q = 0. 

对于半有界弦，将初始条件在区域 r < 0 作奇延拓后应用达朗贝尔方法（参看第 3.1 
节的定理)： 

， r+t 

■ / 作 = 士 [( 〜 )9 - 卜椚， r>t ， 

v ( r , t ) = ^ r ~ l t 

\ J = 丟 [( r + 亡 ) 9 一 (卜 r )% r<t 

. t—r 

那么 

n{r, t) = iv(r，0 = T^~[( r + 幻 9 - I 卜 7 'H ， r / 0 . 

r lor 

为求 U (0， t ), 或者可以作为 \\ mu ( r , t ) 来求，或者可以按照基尔霍夫公式 来求： 

r — 0 

u(0 , t) = ^Tt I ⑹ ?dS( = £i f dS( = £ i ' 4nt2 = t6 ' 

|《|=t \^\=t 

答案 

u ( x , t ) = J ^|[(| x | + t ) 9 - | x || 9 ], x _ 0; u (0, t ) = t s . 

习题 3.27 对哪些 4 与 o ; 存在 1+ x S + 中边值问题 

u tt — u xxi u | x=0 = COSa; ^ U \t=0 = 一 * ， Ut \t=0 — ^ 

的解 IX € C 2 ( S + x R + )? 求出这个解 • 

解弦振动方程的通解具有如下 形状： 

u ( x , t ) = f(x — t ) + g(x + 1). 

当 rc > t 时，解由达朗贝尔公式确定： 

u ( x y t ) = f(x - t ) g(x + f ) = . + e _(x + t)2 ) • 

当 x < t 时有 

u ( x , t ) = f(x g(x + t ) = f(x - t)-h ^ e ~ (x+t)2 , 
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其中入射波与: r >纟时一样，而反射波 /GU < 0,可由边界条件求出: 


u 


x=0 


/(-0 + 鲁 〆 


cos ut 


f(i) = COSLJ^ - je~^ 2 


于是当 rc < f 时 


u ( x , t ) = ♦ ^ e -(x+t ) 2 _ e -(x- 0 2 ) + COSU；(x — t ). 

如果函数 u ( x , t ) 在角特征 : T = £ 上有二阶连续导数，则它属于 C 2 ( S + X S +) 类•对 

于这个当 o 0由/(0 = Ae ^ 2 /2 给出，当 e < 0由/⑹= -^ e -^ 2 + cos ^ 给岀 
的函数在零点处应当是 C 2 类的，即 


/(+0) = /(-0) ♦ = 1 A = 

/ ; (+0) = / /( 一 0) (总是成立的)， 

/’’(+0) = (一 0) — 1 = 1 — u; 2 uj = i\/2, 


因为 


/ 7 (+0)= 一 〆 


0 


0, 


0, 


一1， 


/’(-0) = ^e - ^ 2 — u) sin cut^j 
/"(+0)= (-e-^+2^ 2 e-^) 

/’’(-0) = (e~^ - 2C 2 e - ^ 一 o; 2 cosu;《) |《 =0 = 

对于所求得的 A 与 u ;， 我们得到问题的两次连续可微解: 


1—0； 


2 


e _(x+t)2 + e _ ( x _ t )2> )/2, 


x > t . 


W ( 亡， X) 


e -{ x -\- t ) 2 _ e 一(*一0 2 ) /2 + cos (\/2(^ — t)) y x < t . 


习题 3.33 设 u ( x , t ) 是在 [0,1] x 屁 + 中混合问题 


Utt = 4u 


XX ， 


U 


x=0 


U 


x 


1=0, 


u 


t=0 = 4 sin 3 7 tx , ut \ t=0 = 30 x (1 - x ) 


的解 • 


X 

a ) 求 / (臺)，其中 /(0 = / [ ut { x , t ) -\- 4 u 2 x { x , t )] dx . 


b ) 求 u ( x ^2). 


o 


解 


a ) f \ t ) 



[2u t (x, t)u t t(x,t) + 8u x (x } t)u tx (x, t)]d ： 


( 由方程， n tt =4u xx ) 



[u t (x, t)u xx (x y t) + u x (x y t)u tx (x 1 t)]dx 


( 按分 》 积分 ) 


8ut(Xyt)u x (x y t) 


x =0 


-8 / w tx ( x , t ) u x ( x 1 t)dx 8 / u x ( Xjt ) u tx ( x } t)dx = 0; 


由边界条件代入等 于零: 


u L=o = w 


0= ^ u t\ x =o = u t\ x= i =° - 


因为 f ( t ) = 0, 那么 / ⑴恒等于常数，且 


1 


( I ) = 綱 二/ ㈣ 礼⑴+必工， 0 )— 


0 


为广求 U x ( x , 0 ), 对初始条件 u ( x , 0 ) = 4 sin 3 nx 关于: r 求微商，得 


1 

( 圣 )= J [(30x(1 — x)) 2 + 4(127rsin 2 7rxcos7rx) 2 ]dx 


30 + 36?r 2 . 


b) 用傅里叶方法求问题的 通解: 


u(x y t) = [A n cos 2 丌 sin 2 丌 nf] sin nnx 


那么解 u(x, t) 关于时间是以 1 为周期的，并且 


u(x y 2) = ^ [A n cos Ann -f B n sin Ann] sin nnx 

n=l 

oo 

=^2 乂 n sin nnx = u(x } 0) = 4 sin 3 ttx. 
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习题 3.39 

a) 求出所有这样的 fc > 0,对这些 A:， 对某个函数 e tt », 在丨0, tt ] xI + 

中存在问题 

u| x=0 = (u x - ku)\ x=tK = 0, u| t=0 = 0, w t | t=0 = ip(x) 

的无界解. 

b ) 对 = 1 指出所有使得上述问题的解 u ( x , t ) 有界的函数 ip ( x)e C °°((0,7 r )). 
解 a) 分离变量，得到问题的解的级数 形式： 

oo 

u { t ^ x ) = 'y Tj ( t ) Xj ( x)y 

j=i 

其中函数系 Xj ( x ) ^ 0 是斯图姆-刘维尔问题 

Xj ( x ) = XjXj ( x) y ^^0)=0， Xj ( n ) — kXj (7 r ) = 0 (6.2) 

的解，而函数 Tj ( t ) 是问题 

7T I 7T 

了 / ⑴ = dXjTjit), 5 ( 0 ) = 0 ， T;(Q) = j ip^X^dx / 1 X](x)dx ( 6 . 3 ) 

0 / 0 

的解. 

问题 （6.3) 的诸解仅在\ > 0 可能关于 t 是增长的，并且只要 T ；(0) ^ 0,它们 
必定是增 长的. 于是，必须弄明白，什么时候斯图姆-刘维尔问题 （6.2) 有非负的本 
征值 

= 0时，准确到常数因子，问题 (6.2) 的非零解 Xj ( x ) 具有形状 Xj ( x ) = re (作 
为线性函数在零处具有零值）且仅在点 7T 这个函数满足边界条件的情况下，即 

1 一 kn = 0 k = — 

7T 

时存在. 

在 A ; = cj 2 > 0， u ; > 0的情形，由于条件 ^(0) = 0,这个解具有 Xj { x ) = sho;x 
的形状（还是准确到常数因子)，这个解在关于 u ; 的下述方程有解的情况下 存在： 

o;chu ； 7r — fcsho; 丌 = 0 fctho ； 7r = uj , (6.4) 

同样地，在函数 f ( cu ) = kthLJTT 在点 O 处的导数大于1， BP fcTT > 1时解存在.我们看 
出，由于函数 f ( u ) 在正半轴是严格上凸的，方程 (6.4) 有不多于一个的解 U； > 0. 
因此，当 fc > i 时，所求问题的关于时间无界的解存在. 

丌 
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b ) 如果= 1，那么如上面所指出的，斯图姆-刘维尔问题 （6.2) 刚好有一个正 
本征值 Ai > 0,解 u ( t , x ) 有界当且仅当相应的本征函数 X ^ x ) 不出现在解的展开 
中 ， BP 7\'(0) = 0.这表明 

( f ( x ) Xi ( x)dx = 0. 

0 

习题 4.9 函数 p (: c ) € (7 0 °°((0,1)),在哪些条件下在半带形中问题 

a ) = u xx , tx | x=0 = w x | x=1 =0, u| t=Q = < p ( x ); 

b ) = u xx , 〜 I 作 0 = tx x | x=1 =0, ix | t=0 = ^>{ x ) 

的任意解 u { x , t ) 具有当 t — + oo 时 u { x , t )^0 的性质？ 

解 a ) 用傅里叶方法求岀问题的解 

oo 2 

u ( t , x ) = ^<^ n e ' rr2 ( n+ ^) ^sinTr 

n =0 

其中 pn 是函数 ^>{ x ) 按基 { sin 7 r -f ^ x , n = 0,1, … } 展开的系数.因此，对任 

意函数 ^ p ( x)e Cg °((0, l )), u ( t , x ) 0. 

b ) 对第二类边界条件，解具有状： 

OO 

、 2 2 

u ( t } x ) = <^o -f ( p n e 一 7 r n t cos (7 rnx )， 

n=l 

其中是函数 < p { x ) 按基 {l;cos(7rnrr)，n = 1，2，...} 展开的傅里叶 系数. 因此, 
lim u ( t , x ) = (foy 而函数 在条件 

t—♦oo 

1 

J ( p ( x)dx = 0 

o 

下其系数仰 = 0. 从物理学的观点，这个条件表明，两端绝热的杆的极限温度等于初 
始温度的平均值.在初始温度的平均值等于零的情形下，久而久之杆的温度趋于零. 

习题 4.21 设⑷， x ) 是 Q ‘) 中问题 

u t = ^ XXJ < =0 = 〜 L =7r = 0， ^| t=0 = P( x ) 

的解，其中 ¥>(0) = V ?’(7 T ) = 0. 

a ) 证明 ： sup | w ( l ， x )|《 sup |v?(x)|. 

0< x <7 r 0< a :<7 r 

b ) sup | u ( l , x )| < ^ sup |(^( x )| 是否成立？ 

0< X <7 T L 0< X <7 T 
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解 a ) 我们把函数 u(t,x) 通过点 7 T 偶延拓到集合0： € (7 T ，27 T )， 即当0； e (7 T ,27 T ) 
时令 u(x,t) = u(t, 2n - x). 所构造的函数 u(t,x) 是边值问题 

x G (0,2 丌)， 6 > 0， 

S lx=0 = u \x=2n = °» S lt=0 = 尹 ( X ) 

的解，其中函数 ( p ( x ) 是函数外 r ) 在 [0, 2 tt ] 上类似的偶延拓.由于有界区域内热传 
导方程的极值原理，解 u(t,x) 在 t = 0 按模取最大值（因为 S 在边界 x = 0^x = 2n 
上等于零).于是， 

sup |u(l,x)| = sup |5(l,x)| ^ sup |<^(x)| = sup |(^(x)|- 

0< x <7 r 0< x <27 r 0<®<2 ^r 0< x <7 r 

b ) 不成立.例子： < f ( x ) = sin ( x /2); 相应的解 u(t,x) = e - " 4 sin ( x /2)， 那么 

sup \u(l,x)\ = e - " 4 ， sup \<p(x)\ = 1, 

0<*<7 T 0< X <7 T 

e ， 1 / 4 > 1/2,因为 e < 2 4 . 

习题 4.33 设 u ( x , 0 是 R x R + 中柯西问题 

. x 2 + sin x 

Ut = 4Uxxl W lt=o = i + 2x 2 

的解.求 lim u(x, t). 

t—+oo 、 ’ 

习题 4.34 设 u(x, t) 是 R x R + 中柯西问题 

Ut = u xx , u t=Q = arc cotx 

的解•求 lim u(x^t). 

t—^ + OO 

习题 4.35 设 u{x,t) 是 R x R + 中柯西问题 

~ u xxy u t= Q = € C*(IR) D Z/oo(R) 

的有界解.如果 

lim 

+oo 

求 lim w (0, 亡) • 

t—^+oo 

解 题 4.33 〜 4.35 是基于定常化 ( cTa 6 wjiH 3 aipiH , 相当于英文 stabiliza ¬ 
tion ) 的定理： 





设 u ( x , t ) 是柯西问题 


在 R x R + 中， 


U t — U XX 1 


w| t= 0 = v?(x), x € K 


的有界解， ( p ( x ) e C ( R ) nLoo ( R ). 那么: 

1. 如果 


lim (p(x) = A, lim 

x—>+oo X—►—c 


v ? ⑻ 


(6.5) 


那么土咖) 

2. 如果 


A^B 


lim 

—+oo 


( 

J ip ( x)dx 


A , 


( 6 - 6 ) 


那么 lim u ( x , t )=—. 

t —^ + oo 2 

3. 如果 p ( x ) 是周期函数，那么 lim u ( x , t )= ipo , 其中仰是函数 p ( rc ) 展开为 

t — ^ 4-00 

傅里叶级数的零阶系数，即函数 if(X) 的空间平均. 


证明 

1.将 W 表为其偶分量与奇分量和的形式 


^ 


y ?( x ) - yp (- x ) 
2 


由泊松公式得 


+，' ) = 士 / 〜( ㈣ (- 


At 




00 


秦 

2 y/iri 


J exp (- 沒 : 广 ) ） 炎 ( 令 7 / 


2 y/t 


OO 

J (x -I- 2v^r/) exp(-rj 2 )drj -f 


y/nt 


OO 

J <P-[x -I- 2y / tT )) exp(—rj 2 )drj 


OO 


^ J ^+(2v^r;)exp(-77 2 )dr/+ J ^(2^) exp(-r) 2 )drj 




OO 

J [p+ + 2v^77) - ip^y/tT})] exp (- t/ 2 ) 初 


+ 7 ^t 


OO 

J [v?-(x -I- 2y/tT]) - ip^{2\/tri)] exp (- ” 2 )dr/. 
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第二个积分等于零，这是因为它是奇函数对于对称区间所取的积分.第三与第 
四个积分可 以用量 


C 士： 


< p±{x + 2\/ irj ) - 

\^ p ± (2 \ft r }-\- 


$]) 一〜 (2 而 )| 


按模来估计.如果函数/⑷连续，那么 /( rr ) = f ( kx ) 也是连续的，其中 A : / 0为一 
常数，即当 Ao : — 0时 /(X + AO ：) — /⑷•取 ip ± ( x ) 中任意一个为/⑷，取董20 
为 * ，取量^为于是 ， 当^ — 0,即当$ — oo 时 e 土 — 0•① 

余下的是考虑第一个积分，它可以改写为 



ip(2y/trj) + ip(-2y/tr]) B 

2 2~ 


exp(-T] 2 )drj ^ 


A^B 

2 


由于 (6.5) 式，当 f — oo 时，这个式子中的积分趋于零.于是，最终得到 lim u { xA ) = 

t—+oo 、 7 

A + D 
~2 ~• 

X 

2 •记 F ( x ) = J ip (0 dC 条件 （6.6) 表明 

0 


lim 

Z—►oo 


m- n-i) 

i 


A. 


记 A ㈤ 与 F _( x ) 为函数 F ( x ) 的偶分量与奇分最. 


( W ) 


①这里的论述似有 不妥： 不知取 2 v / i 为 A :， 当 t — oo 时，如何把 2 v ^ 看作常数？其实当《 — OC 
时 — 0这一点，只要根据 W ； r ) 在 : r — 土 oo 时的渐近性质所作假设，可把: e 限定在某个有限区 
间之内（因为当 t — + oo 时在 limtiOM ) 中 I 是参变量)，再应用柯西准则即可得出.大致叙述如 

T ： 因为 WP 0 — — ^― ( X - OC ), 对任给 e > 0必可找到一个正数 A / > 0,使得当 X U X 2 >M 

时有 W ±( X 2 ) - v ?±( Xi )| < e. 实际上，只要限定恒有 | a :| < M ， 那么令 X 2 = i > 2 M (由前述, 
e = Z + 2 ^ 17 )^ 充分大也就是 t 充分大)，再令 X ! =-x + ^>2 M -| x | >2 A/-M = M , 这时就有 


译者注 


土 (a: + 2\Ttri) - <^±(2\/«7；)| < e. 


根据泊松公式 


u ( x ^ 0 J ^+(0 exp 


^ oo ^/ Tt meXP 


4 亡 

_ 

(d 

At 


炎 + ▲! A -⑹ exp 


(《一工) 

~ 4t~ 




^=-1 


2 y/TTt 


oo 

/ ⑽ 


x-^ (f - x) 2 

-2 T exp 一 1 


2 y/wi 


J F -⑹ X - 


zl 

2t 


( d ) 

4t 




上述三个式子分别用 L , I u I 2 表示，并且作变童变换7； = 来变换这些式子. 

2y/t 




i^oc + 2 柄 exp(-ry 2 ) 

v rt=—l 

- F(-2y/tl)]exp(-l 2 ) 

- ^ ^b[ F ( x + H F ^tl)\ exp(-Z 2 ) 

.^Too ^ t [F{x ~ 2y/il) ~ F (_ 2 _ 哪 ㈠ 2 ) 


lim 

—+oo 


^ ⑼ pH 2 ) + 刪 exp (-。 


- ^ 一 0 2X ) exp(-/ 2 ), 

€ (0,1). (这里我们利用了拉格朗日定理 .） 如果忆起函数#是有界函数，那么 
便 得出： 对于每个固定的 x } L = 0. 其次 


土 ] 


F(x H- 2\/irj) + F (— x — 2y/irj) 


r/exp(-7/ 2 )dr/ 


\Zni 


oo 

/ 


F(2Vt7]) + F(- 2 y/iv) 


rjexp(-ri 2 )dr) 


+ 去 / 生 ± 2 ^-^^ exp(v 地 


yfnt 


oo 

I- 


(— 工 — 2v^7) — F(—2y/trf) 


V ^ P (- V 2 ) drf . 
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在第一个积分中，被积函数是奇函数，所以它等于零.如下两个积分的绝对值 


考虑到拉格朗日定理，可以估计为 


y/nt 


00 

I - 


(±X db 2y/trj) — F(^z2y/tri) 


rjexp(—T] 2 )drj 


y/wt 


00 

J 土 ( 土 2v^ry + 0a:)77exp(—r/ 2 )dr; 






^ e (0, l ). 于是，由于 p 的有界性，在每一个固定的点 rr ， 积分当 f — + oo 时趋于零 
其次， 


h 


y/wt 


00 

/- 


(x -f 2y/trj) — F(—x — 2\Ztr]) 


rjexp(—rj 2 )dT] 


oc 

J - f 

y/nt J 


F(2y/tv) - F(-2y/tv) 


rjexp(—r] 2 )dTj 


* 


00 

J [F(x 4- 2\/iri) - F(2\/irj)]r]exp(—r) 2 )d7] 


OO 

2^nt I ( 一 x - 2v ^") 一厂(一 2v ^)l" ex P (— 々 2 ) 向 


如前面所指出的，当〖 —+ oo 时后两个积分趋于零，而第一个积分可变为 


7^ 


OO 

/( 


2y/tr] 

F(2y/irj) - 厂 (-2 為 ) 

2 y / tr ] 


—A) 7] 2 exp(—r] 2 )dr] 


00 


^ J T ] 2 exp(—T] 2 )dTj 


第二项等于皆，这是因为 



T ] 2 exp (— r ; 2 ) 向 


VI 

2 


而第一项可按绝对值估计为 
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1 





彡 o SU P 
L n€R 


F ( 議) - - A ) r , 2 exp (- 1 ? 2 ) 初 

2 Vtrj 

o 

F (2 y / trj ) - F (-2 y / ir ,) 

27^ 


但是，由于条件 （6.6*), 当 f — + oo 时最末的式子趋 于零. 合并所有的估计，我们得 
出，当 t — + oo 时， u ( x , t ) —► 

3.以 2 Z 表示函数 〆 re ) 的周期，那么 


OO 


( fix ) = ^2 c k exp 


k=—oo 


iknx 


由于的连续性，级数一致收敛，①可以对其逐项取积分 • 
根据泊松公式，可把柯西问题的解表为： 


OO 


U(Xyt) 


1 


2y/iri 



^(0 exp 


• ( d ) 


2 


At 




oo 


Co 


2 y/iri 



exp 




2' 




oo 


1 


oo 


2\ f^i 


5Z Ck 


k 



exp 


ikn^ m 


r 

1 

_ _ 

exp 

4 t 

釀 _ 


炎. 


第一项等于 Co . 我们来证明，当 
数的上标中分解出完全平方，得 


+00时，第二项趋于零.实际上，在指数函 


2 \/ni 



exp 


ikn ^ 


exp 


• (卜 x ) 


2 


4 t 




2 y/ivi 



exp 


4 iknx 4/ c 7 r 2 t 

—l /2~ 


exp 


(卜 (X 


2 iknt 



2- 


4 t 




①这个结论不对.在古典分析范围内，应具有一定的光滑性，其傅里叶级数才可能一致收 
敛.至于对其是否可逐项积分是另一个问题，应进一步讨论.——译者注 
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4zA：7rx Ak7r 2 t] ^ ^ 

exp - - -— — 0,亡—+ 00 •① 


I 

于是， W( ： E ， t) - Co = h j (p(x)dx. 


①此处原文中有印刷错误，译文中已改.另外，应该指出的是此处用到了 


2 \fnt 


OC 

/ 


之一 (X + 


2 ik 7 rt 




exp 


)) 




这一结果，它是高斯积分 




OC 

/ 


x2 dx 


1当: T 为复数的一个推广.现在说明 如下： 在前一积分 


中作变量变换 C = C - x , ^ = -必(其中 6 = - 是常数，而 Z 不是积分变量.也看作常数), 
这个积分可写为 

忐7 - w 

—oo 

于是问题变成证明 （*) 式等于 1. 再引入复变量2 = (C + ir )/2 y / i y 并考虑复平面上的回路积分 

I = -^= J exp(-2 2 )dz, 

L 

其中 L = la + L 2 + L 3 + 是复平面上由如下四条线段所组成的矩形回路 ： Ll 是实轴上从 
^ = - H-hiO = -R M z = H+iO = R 的线段， [ 2 是平行于虚轴从 z = R = _ R + iO 到 2 = R + ib(b > 0) 
的线段， k 是平行于实轴从分 = H +认到 2 = -/2 + i 6 的线段，是平行于虚轴从 z = -R + ib 
到 2 = -只 + iO 的线段.因为 exp (- z 2 ) 在这个矩形回路内是解析的，由柯西积分定理有 





p(—z 2 )dz = 0. 




乙 1 +L 2 + L 3 + 乙 4 


而在 Ll 上2 


R 

C /2 W = ^dz = 6CJUI =炎，于是 + y * = -^ y exp (-^ 2 )^, 这个积分当 

Ij\ —r 


— 00 时等于 1. 类似地，在上的积分是 


2 y/nt 


—i 

/ 


exp 


(C + ib) 2 


f ibY \ 
4« ； 




在这个积分中令 R^oc 后正是我们要计算的积分 （*) 的反号. 至干 f 与 f， 其被积函 数有: 



| exp (- z 2 )| = exp (- Rez 2 ) 彡 exp (-丑 2 + 6 2 ) —♦ 0 ( 当丑 — oo ), 所以当 R ^ ooBt 这两个积分都趋 
于零. 于是在 （**) 式中当令 R — oo 时得出 


^ / 6XP (- / - P (^ 2 )^ = 1* 


——译者注 
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习题 4-36 求 lim u ( x ， y ， t ), 其中 u ( x y y y t ) 是 R 2 x R + 中柯西问题 

t—^+oo 


U t 




Wxrc + Uyy ， U y ) 


在如下初始条件下 的？: 


a ) < p ( x , y ) = , X n - 0 ， b ) ( p ( x ， y ) = sin 2 y , c ) ( f ( x , y ) ㈣ in ") 


l + 2x 2 


l + 2x 2 


解这里 


因此 


但是 


p ( 工， y) 

pi ⑷ 




(x siny ) 2 
l + 2x 2 
x 2 

l + 2x 2 . 


灼（咖 2(2/)， 


^P2(v) = Sin 2 y 


lim u { x y y ^ t ) = lim u \{ x y t ) lim U2 ( y , t ) 

i—♦(» t—oo t—^oo 


lim ui ( x y t ) = -(定理 1) 

Z 



lim u 2 ( j /, t ) = / sin 2 ydy = -(定理 3). 


于是， lim u ( x , y , t ) 

t—^oo 




4 


习题 5.3 求所有在 R 2 中，使得 


u x ( x , y ) < u v { x , y ), V ( x , y ) e IR 2 


的调和函数 u(x,y). 

解如果 u (: r ，2/) 是 R 2 中的调和函数,那么它的导数同样是调和函数. 所以 v = 
u x — u v 是在整个平面上的调和函数.根据刘维尔定理，它是常数.于是 u x - u y = C . 

用标准的方法解这个线性非齐次一阶偏微分方程.特征方程为 

dx = -dy = 菩 . 

这个方程组有两个独立的首次积分 

x + y = Ci, u — Cx = C2, 


即解具有形状 u = Cx ^^{ x ^ yl 其中 p 是任意调和函数.于是, 

0 = ^Pxx Pyy = 2(p • 

而这表明 -\- y ) = Ki(x + 2 /) + 心或 u ( x , y ) = Mix 4- M 2 y + M 3 . 因为〜 < 化， 

所以从< A / 2 . 
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习题 5.4 设 = {(x,y) e R 2 |0 < x < l ,0< y < l},n e C 2 (Q), 

△u = 0 在 n 中， u\ y=Q = t /| y=1 = 0 当 0< x < l . 

1 

函数 /⑷ :=/ u 2 (x ， y)dy 在开区间 （ 0,1) 内部是否有拐点？ 

0 

1 

解函数 U 2 ( x , y)e C 2 ⑼，所以/办可对: r 求两次导数，那么利用函 
数 u 的调和性质，有 ° 


1 


/"⑷= 2 J \ u 2 x + uu xx )dy = 2 J ( u 2 x - uu yv )dy 


0 


0 


对第二个等号右边的第二项应用分部积分并考虑到边值条件得 


1 


/"⑷= 2 j \ u 2 x + u 2 y )dy ^0, xe [0,1]. 


o 


这表示没有拐点. 

习题 5.7 设 u(x) e C7 2 ( 辦⑼） n C(Bf{6)); 


^u(x) = 0 ， x := (xi,x 2 ) € 5i(0); 
u{x) = x \, x G 5^(0), X 2 ^ 0; 
u{x) = X 2 y X € 5i(0), X 2 < 0. 


求 / u ( x ) dx . 

圻 /2 ⑼ 

解根据当 n = 2 时调和函数关于曲面的平均的定理有 

帥)=⑹炎， 

邛⑼ 

其中〜是中单位球面的面积， a 2 = 2 tt •把 <0：) 在圆周 5^(0) 上的值代人（考 
虑到在此圆周的不同部分，由不同的表达式给出)，并转到极坐标系，得 
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另一方面，根据空间平均的定理 


u(0) = 


2 


a 2 R 2 



u ( x)dx 


坼⑼ 


于是， 



u ( x)dx 


7T 


4 


1/2 


习题 5.8 设 Aix ( x ) = l,xe B |(0)\ B ?(0). 那么 



du 

d-p 





5?(0) 


du 


( P ^ 0 )ds 


s 2 2 (o) 


哪一个大些？ 

解注意到 


du du ^ du 

n P 当 w *^ 0 )， 石 


du 

d~p 


当 K S 2 X (0) 


其中 1 / 是区域边界的外法线，应用高斯-奥斯特洛格拉茨基 （ Gauss - OcTporpa ^ CKwii ) 
公式.我们有 


37T 



Idxdy 



Audxdy 



BJ(0)\B?(0) 


s 2 2 (0)\s?(0) 


sm 


du 

9 p 


ds 


~ / 
S?(0) 


du 

9 p 


ds 


因此 



du 

dp 


ds 



sm 


du 

dp 


ds -\-3 n > 



5?(0) 


du 

9 p 


ds 


S ?( o ) 


习题 5.11 设 U e C 2 ( n)n C ( U)； q e C ( H )； 


△w + q ( x ) u ( x ) =0， x e fl ; M 


maxu ( x ) 


m = x^ ( x) 


如果 


a ) q ( x ) = 0; 

b ) q ( x ) > 0; 

c ) q { x ) < 0, Af > 0; 

d ) q ( x ) < 0, M < 0, 

是否可能 M > m ? 

解 a ) 不可能（极值原理)； 
b ) 可能，例子（在 n = 1的情 形): 


’ + tx = 0 当 xe ( U ) 
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这时函数 U = COSO ： 是方程的解，对于此解，断言 成立； 

c ) 不可能，因为如果在内点 x 0 en 达到最大值 ( tx ( x 0 ) = M ), 那么 Aw 彡0; 


d ) 可能，例子（在 n 


的情形 h 


v !' — u — 0,当 x € (—1，1)， 

这时函数 u=-chx 是方程的解，对此解，断言 成立. 

习题 5.12 设 n = {( X ， y ) € R 2 |l < x 2 + 2 y 2 <2}; ti € C 2 ( Q ) 


Au(x, y ) = 0, 

u ( x , y ) = x-f y , 


( x , y ) € H ; 
x 2 -f 2 y 2 = 


du ( x , y ) 

dv 


+ (1 — x ) u { x , y ) = 0, x 2 + 2 y 2 


求 max | u ( x , y )\. 

n 

解 根据极值原理 ， max | u ( x , i /)| 在区域的边界上 达到. 因此，必须比较解在边 
界上的值. . 


我们来证明，在边界的: r 2 + 2 y 2 = 1这一段成立恒等式 w 
奥列尼克引理，在边界上的最大值点 ^max € dn (最小值点 6 „ in 


0 (尝 (UnK 0) • 考虑到 


= 0. 根据霍普夫- 

e ^j(^rnax) ^ 


(1 一 x ) 彡0,当 a ; 2 + 2 y : 


可断定，在这一段边界的最大值点函数值应是非正，而在最小值点函数值应是非负 
的.这表明函数应当是为零的常数. 

现在求解在边界的另一部分上的最大值，即 


x ^ J X + y) - 

容易看出，最大值在第一象限达到.这表明,应当对于正的 y 求函数/(2/) 


2 - 2i/ 2 + 


y 的最大值.这个最大值在2/ 
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达到，且最大值等于 


习题 5.30 对哪些 a 与0， 在圆环 Bj (0)\ B \(0 ) 内存在具有边界条件 


du 

dp 


du 

dp 


+ au 


p=2 


的拉普拉斯方程边值问题的解？在所有当解存在的情况下求岀这个解. 
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解在环内拉普拉斯方程解的一般形 状为: 


oo 


U ( P ，0) = Aq Bq \n p ^^( Akp k + Bkp ~ k ) cos k 0 


k 


oo 


+ y ^ X ^ kP k + DkP ~ k ) sin k 6. 


k 


相应地 


du M = ^^(kA kP k 


9 p 


P 


- kB k p - k - l ) cosk 9 


k 


jycCk〆 - 1 - kD k p ^ 1 ) sin k 0. 


k 


那么根据边界条件 


oo 


B o + ^2( kA k 一 kB k ) cos k 6 4 - ^(kCk - kD k ) sin k 6 = l 


k 


以及 


㊉ 丄 f^{kA k 2 k - 1 - kB k 2- k ~ l )coske 


2 


k 


oo 




k 


)sin k 0 


k 


+ a (>4 0 + In 2 + ^(^2^ -f B k 2^ k ) cosk 9 

k=l 

為切 + D k 2- k ) sink 0 "j =/?. 


由此可直接推出 


Bo = 1 ， 


Bo 


2 


+ olAq + cuBq In 2 = /?， 


于是，如果 a 


加常数). 


Ak = Bk = 0, k eN . 


0,那么 /?=- 且解具有 u ( p , 6) = Ao + lnp 的形状（即准确到附 


如果 a / 0,那么 A 


/?—土 

—— 2-- In 2,同时/?是任意的且 


U (P ， 沒） = ^~ - -Mn^. 

lOL 2 
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习题 5.33 a ) 如下问题的解是否唯一? 


C 2 ^)， 其中 H =珣 (0)\ B ?(0) 


Au ( x ) 


x € n ； 


du { x ) 


f — aMx) = Mxh 

du ( x ) 一、 _ 


xe 5?(0) 




dp 


+ a 2 u ( x ) = / 2 (工)，工 e 5|(0) 


a *： > 0 为常数 （fc = 1,2). 

b ) 对 a fc < 0 (fc = 1，2) 为常数考虑同样的问题 • 

解设 Wl ⑷与 u 2 { x ) 是所提问题的两个解，考虑其差 vb ) = W ⑷-如⑷，它 
是具有齐次边界条件的与上述问题类似问题的解 • 


对函数 v (: c ) 应用格林第一公式，有 

f . , f dv 

0 = / vAvdx = — J —i 


/ 

5?(0) 


vdS -f 



dv 


vdS 


— J \ Vv\ 2 dx 


约 (o) 


考虑到边界条件，有 


ai 



v 2 dS - I - ot2 



v 2 dS + J \ Vv\ 2 dx = 0. 


5?(0) 


sm 


于是，在 CU 〉 0， a 2 > 0 时，仅当 t ; 三 0 时等式才能 成立. 

如果 ai < 0及 a 2 < 0,那么具有齐次边界条件的问题的解是函数 

ylo + — ,同时 

P 

{ Bo 4- o ^ i(-Ao 4- Bo ) = 0> 

T - a2 ( A 。 + T) =。- 

因此，系数的与 a 2 应满足关系式 

+ + a2 + 7 =0 ， 


v ( x ) 


(6.7) 


( 6 . 8 ) 


在这种情况下，所求问题的解不唯一 • 

容易看岀，在相反的情况下（如果关系式 （6.8) 不成立）方程组 （6.7) 仅有一个零 
解，导致 w 与 u 2 重合（即解的唯一性) • 

习题 5.34 求所有这样一些 a > 0,使得在半平面 xR 中的拉普拉斯方程 
狄利克雷问题满足不等式 


| tx ( x ， y )| < A/(l + x + \ y\) Q 
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的解 u ( x , y ) 是唯一的，其中 M > 0为常数. 

解 设存在两个解 izi 与？ x 2 •记 v ( x , y ) = ui ( x , y ) - u 2 ( x , y ). 容易看出， t ; 满足 
齐次的狄利克雷问题.这个在半平面上的问题的通解具有下述 形状： 

OO 

v ( P ， 汐）= y ^ ACkP k + D k p ~ k ) sin k 6. 

k=l 

考虑到条件 


\ v \ < | wi | + \ U2 \ < Mi(l + PCOS 0 + | psin 0 |) a 彡 M 2 (l + p ) Q } 

我们得出结论，解具有 v ( p , 0) = f ： C kP k sin k 9 的形状.这里常数尺等于 a 的整数 

k=l 

部分. 

于是，当 a 彡1时，存在非零函数％因此，所求问题的解不唯一.当 a < 1时， 
仅存在零解％所以所求问题的解唯一. 

习题 5.35 求所有这样一些 a > 0,使得在区域 

{( x ? y )€ R 2 | M<^J 

内的拉普拉斯方程狄利克雷问题满足不等式 

W { x , y )\ ^ M (1 + x 2 + y 2 ) a 

的解唯一,其中 M > 0为常数. 

解 变到极坐标系.考虑狄利克雷问题的区域是扇形区域州 < 不等式可改 

写成 6 

Kr ，(9)| 彡 M (1 + r 2 ) a . (6.9) 

如果 w ( r , 6) 是这个狄利克雷问题的另一个解，那么 v { r , 6) = u ( r , 0) - w { r , 0 ) 是在这 

个区域内满足零边界条件的调和 函数. 对于 v ( r y 0) 来说，不等式 （6.9) 仍然成立（不 

过，可能常数 Af 更大一些)，因为|叫 = \ u - w \ | w | - I - 于是，我们应当寻求使得 

v 恒等于零的条件. 

函数 v 具有如下一般 形状： 

v ( r ， = Yl^ Akrk + B ^ r ~ k ) cos k 0 + y ^{ C k r k + D k r ^ k ) sin k 6. 

k =3 k =6 

因为根据不等式 (6.9) 这个函数在零点有界,那么所有的系数风 ， i = 3,…，与 Ad = 

6，-* ,等于零.为了除去狄利克雷问题具有零边界条件且不是恒等于零的解，应当 

要求 \ v ( r , e )\ 在无穷远处的增长严格小于 r 3 . 于是 a < I 

2 
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习题 5.45 设 D 是平面上的有界区域， t /(: c ) € C 2 ( n ), 

Aw = 0,在 内， 

W ： c ) 是况2上的连续函数且除去唯一的点 f e 外对所有 xo e 7 


JH5 0 u ( x ) = W( x o). 

x€n 

我们称这样的函数为“除去一个边界点 f 之外的狄利克雷问题 △!! = 0, TX |^ = if ( x ) 
的解”.这样的狄利克雷问题的解是否唯一？ 

解考虑区域 

= |o < r < 1,0 < </? < ^| C R 2 , 

其中 （ r ， p ) 是平面上的极坐标系，边界点 x * = 0 G dn . 考虑狄利克雷问题 


Au = 0， x G f 2, u ( x ) x 


eon.x^o 


0. 


本问题的解是不唯一的： ui ( r , ip ) = 0, U2 ( r , ( f ) = yr 2 — ^ ) sin 2 ip 
习题 5.46 设 C R 3 是单位球的外部.狄利克雷外问题 


Au ( x ) = 0, 


\ x \ > 1, 



的解 u ( x ) € C 2 ⑼ nc ( n ) 在补充条 件：当 M —♦ + oo 时 

a ) J K 0| 2 ^ = O ( l ), b ) J \u(0\ 2 d^ = o(l) 

下是否唯一？ 


解如所知， R 3 中狄利克雷外问题的解在补充条件当 | o :| — + oo 时 — 0 
之下是唯 一的. 根据对于调和函数按中心在点 ： r 、 半径为1的球的平均值定理， 


| u ( x )| 


2 


1 


4 tt /3 





ie-xi<i 


2 


[柯西-布尼亚科夫斯基不等式] 




1 

(4丌/3) 2 





k-x|<l I 《一 X|<1 



WOI 2 成 


1 


4丌/3 



WOI 2 叱 




条件 a ) 等价于条 件：当 卜| — +OC 时， \ u ( x )\ = 0(1)，这个条件对于 R 3 中解的唯一 
性是不充 分的. 例子： u \{ x ) = 0, W2 ( x ) = 1 - | x | _1 , 当 | a :| > 1 时 | ix 2 ( x )| ^ 1, 



I 《一 川 <1 


△U2(X) = 0， |x| > 1， 

卜2(0| 2 炎 < / ^ = y * 

I 卜怎 |<1 


U2 lll:l=l 

= 0 ( 1 ), 


= 0， 

当 |: r | —► +00 B 寸. 


由条件 b ) 推出，当 | a ;| — + oc 时 u (: r ) — 0,这表明，这个问题的解是唯 一 的. 
习题 5.47 a ) 在所 (0) 内求具有边界条件 

OO 

w U = Z >_ p_lsin (*， 

k=l 

的拉普拉斯方程狄利克雷问题的解 u ( P ， e )， 其中 p 与 g 是给定的自然数. 
b ) 对哪些 p 与 q , 这个解属于空间 i / 1 (所 (0))? 

解 a ) 圆内狄利克雷问题解的一般形状为 

OO OO 

1 x (/9, 0) = Ao + ^ A n p n cos n 0 + ^ C n p n sin n 6. 

n=l n=l 

由边界条件推出 ， An = 0 ,n = 0, 1，…，同时 n = k q 及 C n = k ~ p ~ x . 

于是解为 

OO 

u ( p y 0) = ^ k ~ p ~ 1 p kQ sin k q 6. 

k=\ 

b ) 容易计算出解（当 p / o ) 的梯度的 平方： 

i —) i 2 =⑵ 2 4⑶ 2 = |> -2p+2,_2 ， -2 . 

fc — 1 

如果 u € i / 1 (所 (0)), 那么/ \ Vu\ 2 dx < oo . 选择 ( S ， 使得有 0 < (5 < 1，那么 

B?(0) 

2tt S r 

r r °° °° u—2p+2q—2 石 

//E at 22 广 - 1 = 2ttX ： - 2H - 

J 0 { fc=i k=i LK o 

OO OO 

=-E f 2 沪 —E j^—2p-\-q—2 当 ^ ^ 1 日寸 

fc=l fc=l 


如果 -2 p + g -2 < —1 B 寸，即 g < l + 2 p 时，级数收敛.同样可以验证，函数 u 的 
古典梯度在球 5 ?(0)内是广义的梯度，并且在所得到的条件下函数 u 本身属于空间 

所 ⑼). 
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1.1 占(1，1) + 办(-1，-1 广占 ( i ，- i ) 一占 (-1,1). 1.2 a = —1. 

1.4 ©( x)(l - e ~ x ) + Ci + C 2 e ~ x . 1.5 -0 (y - | x |)/2. 

1.7 不正确 .1.8 a ) 可能； b ) 可能; c ) 不可能. 

1.9 小能，例子 :ti = sin ( l /| x |). 1.10 b ) 不是，例子 : w = \Jx — x 1 . 

1.12 a ) a < ^; b ) a > a = 0. 1.13 a < 

1.14 a ) 如果 n 彡7 ， a 任意；如果 n = 6, a < — b ) 如果 n ^ 7, a > -或 a = 0. 

1.15 a>—,a = 0；)8 = (2 A : — l )7 r /2, A ; € Z . 

1.16 (3 = (2 fc - l )7 r , fc € Z ; 如果 n 彡3 ， a 任意；如果 n = 2, a < 如果 n = 1, a = 0 
1.18 成立. 1.19 不 成立. 1.20 0. 

第 2 章 

2.1 不存在 • 

2.2 对双曲型与椭圆型正确；对抛物型不正确. 

2.3 仅对叫 t =有非常 数解，例子 : U = X 2 + t 2 . 

2.4 2 /士 3 a :. 2.5 a ) y = 2 e 土(怎一 1 ); b ) 2 /= 0. 

2.6 a ) x = Ci，x + y = C2 ; b ) u = e y f ( x ) -h g(x + y ). 

2.7 a ) 双曲型； b ) x -2 y = Ci,y = C 2 ; c ) u = xy -\- f(x - 2 y ) + g ( y ). 

2.8 a ) 当 a #0 时为双曲型，当 a = 0 时为抛物型. 


b) 当 a # 0 时标准形式为 I6a 2 u^rj — Aau^ = 0 ，当 a = 0 时为 u x = \ 

c) 当 a / 0 时通解为 u(x,y) = F{y-\- 3ax) exp ( ' + G(y - az ); 当 a 


c ) 当 a / 0 时通解为 u ( x , y ) = F { y -\- 3 ax ) exp — j + G(y - ax ); 当 a = 0 

时为 u ( x , y ) = F ( y ) + G ( y ) e ~ x . 

2.9 a ) a > —4; a € 0; b ) a = 0; a = —4; c ) 不可能； d ) 可能. 

2.11 a ) x-ht = C ; b ) a = il ; c ) 当 a = 1 时为 x-\-t = (7; 当 a = —1 时为 x^zt = C . 
d ) 例子：当 a = 1 时 w = Z ( a ; -f t ); 当 a = —1 时 u = x — t ; e ) 例子：当 a = —1 时 
u = sin(x — f ); 当 a = 1 时解不存在. 

2.12 x - j /士 ty/2 = 0. 

2.13 当 a = 0 时 z = C : 当 a /0 时实特征不存在. 


z = 


C; 当 a / 0 时实特征不存在 . 


2.14 u = e x f(x — y,x — z) - e~ x g(x -y,x — z). 

2.15 a) ^ = x y,r) = 2x — y; -f- ^ + w = 0 

r 2x-y 


b) w = e^ x+y ^ y_2x ^ f(x + y) + 



g(s)e_( x + v ) s ds • 


2.16 a/3 4- 3/3 2 ^ 0. 2.17 
2.18 不 适定 . 2.19 适定 
2.22 a) 可以 . 

b) 不适定 . 反例： 


o 

a) a = 0; b) a 

2.20 适定 . 


2.21 不适定 


1 + i 


u = u m (x ， t) = Re exp ! - y/rri -j- im 2 t -I- mx 


exp | — + cos ym 2 t -f 


x) • 


2.23 a > 0. 


2.24 不 适定 . 例子 : u n {x,y) = —^e ny sin(y/n 2 -f lx) 


第 3 章 

3.1 不 存在 . 3.2 \xi±x 2 \ ^ y/2. 

3.3 例子 : <f(x) = l,rp(x) = x. 

3.4 a) <p(x) = 7x 2 ,7p(x) = 2rc, 不唯一； b) <p(x) = x 2 ,t/;(x) = x. 
3.5 不唯一 \ 3.6 0 < 0, a 任意 ; /? = 0, a < 

3.7 a = 0, /? 任意 ; a ： # 0，/3 < - 暑 . 

3.8 Rea < 0，lma 是任意的 ； Rea = 0, Ima 彡 

l 

3.10 to = l Xo l ， c = / rp(x)dx. 

d 2ci •/ 


3.11 一 . 3.12 ^ + 1. 

CL . -* mA 

3.13 u{x^y^t) = [e—h+G 2 + e— (:r_f)2 + arctan(y + 亡 ） + arctan(y — 0 + (cosx + 


sin y) sin t]/2. 
3.14 u(x y t) 


18| x | 


[( 亡 -h \x\) 9 -\t- W| 9 】，W _ o; w(0 ，《 )= 亡 8 . 


3.15 u 


arctan(xi + a ；2 + 工 3 + t\/3) — arctan(xi + 工 2 + 工 3 — tV^) 


2 v /3 


3.16 a) u{t,x^y^z) = sinxcos2i + e 2z ch 4t; 

b) u(t,x,y,z) = (yz) 2 -f At 2 [y 2 z 2 ) + yf 4 ; 


c) u(t y x,y,z) 


[(3 x — 2 / + 2 + 2\/Tlt) exp (3 x — y + 2 + 2\/Tlt) + (3 x — y + z — 


2y/llt) exp (3 x 一 y + z — 2y/llt)]. 

3.17 士 . 3.18 a ) Xi X 2 ^ (t - l ) 2 ; b ) i 

2 o 

3.19 a ) 0 ^ ^ ^ min { xi , X2 ,1 — Xi ,2 — X 2 }- 

3.20 0 彡亡彡 0.05,0.9 + « 彡 | a ;| 彡 1 - 亡; 0.9 彡亡彡 1 ，M < min{l 一亡，亡一 0.9}. 

3*21 〉 771 - 

3.22 a ) n = 1，2; 对 n = 3 的反例参看习题 3.20. 

3.23 不可能. 

3.24 3 ,) t e (7T — X, 27T4-x), 0 ^ X < t G ((7T - x) + , 27T — X) U (7T + x, 27T + x), 

3 兀 3 兀 

X < Y ; te ((x — 2 n)^ y X — 7 r ) U (7 T + X , 27 T + x ), x ^ . 

3.25 I ) A ^ l , v?e C 2 ( I + ), 〆 ⑼ = 0,入 〆 , ⑼ = 0; 


7T 

2 < 


[< p { x ^ t ) + ( p ( x - t )] } 


X 彡 t ， 


u(x y t) 


+ 0 + - 工 )- x^rfW 0 )】， x<t ^ 


II) A =1,^(0；) = ^ K 为常数 


u(x, t) 




X ^ t, 


K f(t — X), X <ty 


其中 / € C 2 ( I + ),/(0) = 尸⑼ = r (0) = 0. 

3.26 ^{x) - 2ip(x) = C. 

3.27 ^4 = l ， o; = 士 \/5; 


u(x,t) 


[ e -(X+t ) 2 +e -(x-t) 2 j ? 


X ^ t, 


[ e -(X + <) 2 一 e - (:- 0 2 j + COS y/2(x — t), X <t. 


3.28 b) 2， a (0) = -,^(0) = 1. 


3.29 a = Q ，0 与 k 任意; a /0，/?> 2, A :< 1 ; 当 jfc 彡一 l 时解唯一，当 A : < -1 时解 
不唯一. 

3.30 a ) 0 ^ ^ + x < 2,0 < t-x < 

c ) u ( x , t ) = ( p((t + x )/2) — tp (3 (t — x )/2) + ^(t - x ). 

3.32 a = /? = 7 = 0; u ( x , t ) = sin x cos t . 

3.33 a ) 30 + 367r 2 ; b ) 4 sin 3 7 rx . 

3.34 不正确. 3.35 1/105. 3.36 1/1260. 

3.37 ui {土4, 土 6 }. 3.38 a / 土 A ; tt ， A : € N . 

3.39 a ) A : ^ b ) 参看本题解答 • 

3.40 可能 .i 
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4.1 可能 . 4.2 没有 • 4.3 a ) 不 可能； b ) 可能; c ) 不可能 

4.4 不存在 . 4.5 不存在 . 4.6 成立. 

1 


4.8 0. 4.9 a) 对任意 ^p{x); b ) / (p(x)dx 



4.10 a < 7T 2 . 4.11 



(p(x) sin xdx 


3?r 


kx 


0 ; c ) (p(x) 


4.12 a) (p(x) 是任意的； b) 对 k = l ， 2，y <p(x) sin — dx 

0 

, 6x 4 

4.13 1 + — • 4.14 XiX 2 . 4.15 1. 4.16 a < —. 

7T 3 

4.17 3x-2. 4.18 +cx). 

4.19 a) / > 

1 


b) / cp(x) sh(cjx)dx = 0, 其中 a; > 0 是方程 cu = 3tha; 的解 



4.20 c ) 例如，任意 <p(x) e C 0 °°((0,4))， 使得 ip(x) ^ max {0， sin(x — 0, 1)} 

4.21 b ) 不 成立. 4.23 可以. 


4.25 无界. 4.26 a(l - x ) + bx. 4.27 不成立 • 

4.29 ^ 4.31 不 唯一. 4.32 u(x y t) = C. 4.33 i. 

4.34 [ 4.35 j. 4.36 a) i; b ) i; c) i 

4.37 a) 及 b ) u(t f x) = e~ (xi+X2+X3 ). 4.38 —. 

1 2 
4.39 A = 4.40 成立 • 


4.43 u(Xy t) = e 


x/f 


cos 5t 


\/I x ) - 
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5.1 u(x,y) = xy 6 — x 3 yC\xC 2 - 5.2 u(x) = 0. 

5.3 u(:r ， y) = Ci：c + C 22 /+ C 3 •其中 Ci < C* 2 . 5.4 没有 . 
5.5 其和等于零 . 5.6 0. 

5.7 5.8 第二个积分 . 5.9 u 2 (x°). 


5.6 0. 


5.7 

5.10 

5.11 
5.13 

5.18 


16 4 . ' 

a) 没有； b) 有 . 

a) 不可能； b) 可能； c) 不可能； d) 可能 . 
不能 . 5.15 可以 . 5.16 b) 0. 


5.12 \/3. 


5.18 不 成立 . 例子 ： Q = [0, y/2n] x [0,27r], u(x,y) = exp ( 一音 ) sin (*) sin ( 奪 ) • 
5.19 为真 ， tx = 0. 5.20 不存在 . 

5.23 对于具有间断边界函数的狄利克雷问题，根据公式得到的函数 u(x ), 例如 


△w = 0,|x| < 1; u| |x|=1 

5.28 不存在 . 5.29 


5.30 I) a ^ 0, V/3; u 


_ ( 0, xi ^ 0, 

^ 1, xi < 0. 

ae H ；o }- 


2/5-1 


5-33 

5-36 


5*37 —oo. 


2 a 


ln^; II) a 


0 , /? = —\u = Inp -|- C. 


cosO 




， w 3v3 cos0 sin 26 

5-31 存在 • 5-32 u = —- +- — 7 T-. 

4 p 2p z 

a) 唯一； b) 不唯一 . 5.34 a < 1. 5.35 
w( 0 , y) = 2 + (y - 2 ) ln (2 一 y) - y ln(-y). 
-oo. 5.38 存在 . 
a) 唯 一 k ： b) u(r, 沒 ） =^ ■( 兰 一 r) cos 0 


a < 


5.39 a) 唯一 b) u(r, 0)= 音 — r J cos 沒 + 音 -I- rj sm0. 

5.40 a) 例子：对任意解可以加上 u{x,y) = sin( 7 rx) exp( 7 T 2 /); b) 唯一 . 

5-41 不是 . 5.42 5.43 否 . 5.44 a = ?. 


25 


5.43 否 . 5.44 a 


5.45 不唯一 \ 5.46 a) 不唯一 b) 唯一 \ 


5-47 

5.50 

5.51 


a) u(py0) = k^ p ~ l p kq sin(k q 8); b) q < 2p + l. 

k=l 

b) u(x) = 0 ; c) u{x) = 0 . 

u{x) = 0. 5.52 5.53 2tt. 5.54 -79tt/2520. 


考试样题 


2003年，经济类，正常考试 

主 讲人： A . IO . 高里茨基 

1. a ) (1 + 1) 求所有使方程 

Uxx ~~ ^ ( 1 ) 

-化为弦振动方程 

——化为热传导方程 Ut = 

的线性代换可实行的那些 /?. 

b ) (1+2) 对方程 

Uxx ^Uxy ~f~ 一 0 Wj/ = 0 


考虑同样的问题. 

c ) (3) 设有界函数 u { x , y ) e C 2 ( R 2 ) 对某些 /? > 5 满足方程 （1). 这时是否可 
能常数？说明理由. 

d ) (2) 对/? < 一5讨论同样的问题. 

2. a ) (1+1) 描述所有使得柯西问题 




= p(x), u t | t=Q = 棒 ) 


( 2 ) 


的解 u ( t , x ) 是关于 f 的周期函数的那些以 7 T 为周期的函数与 ^( x ). 
求出这个周期. 


b ) (2+1) 对问题 


9 u tt = u xx -h sinf , u\ t=Q = ( f { x) y u t \ t=Q = ^( x ) 

讨论同样的问题. 

c ) (3) 在 p 与 0 是以 tt 为周期的函数并且没有更小的周期时，柯西问题 （2) 的 
解 u ( t , x ) 关于纟 的周期是否可能小于 2 tt ? 

3•设 u ( t , x ) 是半带形 ( t , x ) E (0, +oo) x (0,7 r ) 内边值问题 

W = u xx , w x | x=0 = ^| x=7r = 0, w| t=0 = ^p(x) 

的解. 

a ) (3) 证明 sup | ti ( l , x )| ^ sup | v ?( x )|, 

0< X <7 T 0< X <7 T 

b ) (2) 对于任意初始条件^)- 

sup | u ( l ， x )| 彡 $ sup |(^( x )| 

0< X <7 T ^ 0< X <7 T 

是否成立？ 

C ) (3) 求初始函数为 ( p ( x ) = (7 T - ： C )(7 T + : 时，所提问题的解， X ). 

4. a ) (1+1) 给出索伯列夫意义下导数的定义.给出空间 H l ( n ) 的定义 • 

b ) (2) 给出属于空间 C R 2 , 的（在古典意义下）无处可微的函数的例 

子.证明该函数属于这个空间.说明理由. 

c ) (3) 考虑单位球 B x = {xe R 3 || x | < 1} 内的函数 f ( x ) = (| x | sin ( o ;| x |) a . M 

哪些 a 与 a ； 成立 /( x )€ H ^ Bx )? 

评分 标准： 当满分为 32 分时，19分以上为“优秀”，12分以上为“良好”，5分以 
上为“及格”.考试时间为3小时. 

2000年，力学类，补考 

主 讲人： A. K). 高里茨基 
第一部分 

1. a ) (1) 根据参数 aGR 确定方程 

ck 一 5 

U X X ~~ 6 tX X y + CXUyy + 2 lL x + (3 — O^Uy —- — U = 0 (*) 

的类型. 

b ) (1) 对 a = 5,把方程 （*) 化为标准形式. 

c ) (1) 对 a = 9 ,考虑与上述同样的 问题. 


考试样题 
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d ) (1) 对 a = 5,求方程 （*) 的 通解. 

e ) ⑴对 a = 9,考虑与上 一 小题同样的问题. 

2. a ) (1) 在有界区域 f 2 cR 3 内给出拉普拉斯方程狄利克雷问题的格林函数的定 

义. 

b ) (2) 假设问题 

△ u ( x ) = /( x ), x € u\ xedQ = * f { x ) 

存在古典解，推导出以格林函数给出这个解的公式. 

c ) (1) 写出在球中拉普拉斯方程狄利克雷问题解的泊松公式. 

3. a ) (1) 叙述热传导方程柯西问题的提法. 

b ) (2) 叙述并证明在带形内热传导方程的极值原理以及对其所提柯西问题的 
唯一性定理. 


第二部分 

1. 求作为柯西问题 


的解的函数 u{x,y, z, t). 
2. 求对于哪些 a 与6,问题 



有解. 



Au = r 3 (a + cos 2 0 ), 


du 

dr 


= 6 | 0 |, 


u = u(r,0),r < 1 , 
一 7T < 0 < 7T 


进行考试的条件第一部分考试用 1.5 小时.为达到“及格”必须且只需得到满 
分的12分中的4分.为达到“良好”与“优秀”，分别必须不少于8分及10分,这样 
就可转入第二部分的考试. 

其次，为了在第二部分考试中达到“优秀”或“良好”，分别必须解出上述两道或 
两道题目之一. 


1994年，力学组，提前考试 

主 讲人： A . C . 卡拉什尼柯夫 

1. (2) 是否存在在 R 3 中具有连续系数的，形如 

3 

> : a ij (^ 1 1 ^3) u XiXj = 0 



的方程，它在某个非空集合％ c ^ R 3 上是椭圆型的，在％的余集 

«2 = R 3 \« l 上是双曲型的？说明理由. 

2. 求具有条件 


u ( x , x ) = ( p ( x) y 0 ^ x ^ 1; u ( x , 2 x ) = rp ( x ), 



的方程 tx tt = u 工工的解 u ( x y t ). 这里 p € (7 2 ([0, 1]),^ € C 2 ( 0,臺 

0,矽⑻ (0) = 0，* = 0,1,2. 

a ) (2) 借助于不等式描述使这个问题的解 u ( x , t ) 单值确定的所有 ( x , t ) e R 2 
的值的集合 a 说明理由. 

b ) (1) 画出这个集合 a 

c ) (2) 求出所考虑问题的解 u ( x , t ). 

< 0 < j },( r ,0) 是平面上的极坐标，求具有下列 
性质的函数 u ( r ， e)：ue c{U)n c 2 (fi )； 


3. (3) 设 fi 


M )|0< r < 1，0 



Au = 0 在 f 2 内； ix ( r , 0) = w ( r，D = 0， 0 < r ^ 1; 

u (1,0) = ti ^-4(9 2 ， 0 ^ 0 ^-. 

4 

4. (3) 设 = { a : = ( xi , x 2 )|0 < x \ < 1,0 < x 2 < l },/( x ) = sign ( x 2 - Xi ). / G i / 1 (⑺ 
是否成立？说明理由. 

5. a ) (1) 叙述泊松方程狄利克雷问题广义解的定义. 

b ) (2) 证明与狄利克雷问题对应的二次泛函是下有界的. 

c ) (2) 证明： 狄利克雷问题广义解是变分问题的解（不证明逆命题). 

6. a ) (1) 叙述柯西-柯瓦列夫斯卡娅 定理. 

b ) (2) 证明： 如果初始条件给定在特征上，上述定理的结论不成立. 

7. (4) 在矩形 Q = {{ x y t )\0 彡 x < 1,0彡^彡 2} 中考虑方程= W：C：C 具有条件 


u \ t=o = P ( x )， 0 < 工 < 1， u\ x=Q = u\ x=l =0,0<^2 

的边值 问题. 这个问题在空间偶中是否适定？其中 


E 0 = {u{x,t)\u € CXQ) 门 (7^((0, 1) x (0,2])}, | 卜 ||e 。 = max|u(x, ^)|; 
Ei = {y?(x)|v? 6 0([0, 1]) ， <jP(0) = w(l) = 0 }， \\^p\\e x = max |<p(x)|. 


说明 理由- 
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考试样题 


I " 7 年，数学组，正常考试 

主 讲人： B . A . 康德拉季耶夫 

1. a ) 叙述柯西-柯瓦列夫斯卡娅定理. 

b ) 证明：所有的常系数二阶线性方程都可以化归标准形状. 

c ) 在怎样的区域中方程 

^>xy + (3 x + 2 / — z ) u xz -\r (3 x 一 2 / + z ) u yz = 0 

是双曲型的？ 

2. a ) 对拉普拉斯方程如何提狄利克雷外问题？ 

b ) 对 R 3 中的拉普拉斯方程的诺伊曼外问题证明其解的唯一性. 

c ) 求诺伊曼外问题 

△ u = 0， x 2 -^ y 2 > 1, u\ x2+y2=l = x 4 

的解. 

3. a ) 给出在一点一致收敛积分的定义. 

b ) 证明： 单层势是连续函数. 

c ) 求 

(xitoo / ( 《 2 一 2r?2) ln[(X 一+ (卜 ”) 2 】咚 ，”. 

《 2 +” 2 =1 

4. a ) 对弦振动方程怎样提混合边值问题？ 

b ) 写岀波动方程柯西问题解的基尔霍夫 公式.证明： 按此公式构造的解满足 
初始条件. 

c ) 设 u ( x , y , z y t ) 是柯西问题 

u *t = 仏以， u \ t=0 = ip ( x ), u t \ t=Q =0 

的解，其中 ^( x ) 仅在平行六面体 

, , 1 

-1 < x < 1, -- < 2/ < 1, 0 < Z <1 

内异 于零. 对于哪些 t iz (4, -1, 2,0 / 0? 

5. a ) 给出索伯列夫意义下的广义导数 

d^u 


的定义. 


dx ^ 1 - - - dxn n 


b ) 证明空间 H l ( n ) 的完备性. 

c) 对哪些 a, 函数 

u(x y y) = ln a (x 2 + xy + 2y 2 ) 

属于 Z / 1 ⑼，其中是 2 n 维正方形 | x | < 1, | y | < 1. 

评分 标准： “优秀”——完整地答岀三道大题；“良好” —— 完整地答出两道大题; 
“及格”——完整答出一道大题.考试时间为3小时. 


1994年，数学组，正常考试 


主 讲人： C . H . 克鲁日科夫 

1•设 u ( t , x ) 是在 n + = [0,4- oo ) x R 3 中方程 U tt = Au,x = ( xi , x 2 , x 3 ), 具有初始 
条件 

u\ t=Q = (^(x), u [\ t=0 = 

的柯西问题的古典解，并且对 a : € = {:r : |: r | < 1} 有= 0及 Atp ( x ) = 

0. 

a ) 在锥 Ci = {( t t x ) : \ x \ 2 < (1 一 t ) 2 ,0 < t < 1} 内推导岀 

u ( t , x ) = y ?( x ) + Up ( x )， 


不要应用直接验证这个公式的方式（考虑到唯一性定理). 
b ) 证明： 如果在 R'K 内 ip{x) < 3 及 分⑷ < 7, 那么在锥 G 内 u { t , x ) ^ 10. 

2. 在平面 R 2 上给定区域的序列 [ ^ = (^!^ 2 )：^| < = 1,2,3,... , 

以及在 {a; : M € n m } 内拉普拉斯方程狄利克雷问题古典解这样的序列 u m (x) : 


a) 证明： 如果当 m — oo 时序列 u m (x) 在某一点收敛于数 f/, 那么当 m — oo 


时在任一环 < x : 0 < <J < | a :| < 


内（这 ■ m 〉 m ( S )) 一致地有 


b ) a 


|x = ( x l 5 x 2 ):| x |<^| 的情形，在条件 



之下证明：当 m — oo 时在任 一 环 { a : : 0 < < 卜| < ^}内（这里 m > 

1 6 

m ( S )) 一 致地有 u m ( x ) 建议比较一下 u (: r ) 和拉普拉斯方程相应的形 
如 aln | a ;| + 6 (a 与6是常数）的解. 



考试样题 


• 95 • 


1994年，数学组，提前考试 

主 讲人： E . M . 兰吉斯 

1. u ( x , t ) e C 2 ( Ri ， t ) 是 中方程 u t t - o ? u xx = 0的解.在区域 {a < x < /?,^ = 0} 

上 u = = 0. 在平面 t 上何处解 u ( x , t ) 必定等于零？ 

2. u { x , t ) 是半带形 n = {0< x < z ^>0} 中方程的解，它在 n 上连续, 
tx | x=0 = u\ x=l = 0,当 f — oo 时，解趋向于什么？ 

3. _问题 

△ 1 / = 2，在圆 K = {( x , y )\ x 2 + 2/ 2 < 1} 内 ； u \ dK = sin 2 (p 

的解. 

4. u ( x ， y ) 是光滑闭曲线 LCR 2 的双层势.证明当 : c 2 + 2 / 2 — oo 时 

5. BcR n 是开球， u ⑷在5中连续且 Vz e B , 3 p x > 0 使得中心在点 a :、 半径为 
p x 的球 B ( x , p x ) 含于 S 内并且 

U{X) = W^)\ / 咖)办. 

B ( x , p x ) 

证明： u ( x ) 是调和函数. 


1998年，数学组，正常考试 

主 讲人： E . B . 拉德凯维奇， T . 几文特策尔 

1. 对于方程 lift = ^ u xx 考虑边值问题 




= 0， u t=Q = x ( l - x) f 


Ut t=0 


=sin 7tx. 


l 

a ) ⑴求 /(13)，其中 /⑷ =/ [ u 2 t + 4 u 2 x ] dx . 

b ) ⑴求函数 u ( a :, z ) 并画出 1 的 图像. 

2. a ) (1) 给出方程 


> 二 djjU Xi Xj = 0 


的特征的定义. 



b ) (1) 求方程 — y 2 Uyy = 0 经过点 (1，2) 与 (1,0) 的特征. 

3. a ) (1) 叙述关于可去奇点的定理. 

b ) (2) 是 R 2 中某个有界区域，在 R 2 中， 证明： 对于在 R 2 \ n 中有界的调和 
函数 w ( x ), 存在极限 jim u { x ). 

c ) (2) 在是单位圆， X ~"°° 


27T 

• ^| r= i = /(#)，J fMdip = 0 

0 

的情形下，求这个极限. 

4. 对方程如 - ^ u xx = 0提如下问题： 



x e [ n y 2丌]， 

工 i k ，27 r ]， 


U ， t \ t =0 = 


a ) (1) 当 f = 2 7 T 时画出解的图像. 

b ) ⑴当补充条件 u\ x=2n =0 ,xe [0,2 tt ] 后，画出 f = 2 tt 时解的 图像. 

c ) ⑺当补充条件 <| x=27r = 0 ，x e [0,2? r ] 后，画出 f = 2 tt 时解的图像. 

5. 考虑满足初始条件 



在中， 

在 K 2 \ fi 中 


的方程 



(空间变量数等于 2) 的解，其中是 R 2 中的有界区域. 

a ) ⑴如果是单位圆 x \ + xl < l , 那么在空间 （ rr ， f ) 的何处，函数 u (: M ) 不 
依赖于函数 伽) 而等于零？ 

b ) (2) 当矽 (®) = (1 — || x || 2 ) 2 , n = {x\ + < 1} 时求 lim tu(x,t). 

t—^oo 

6. a ) (1) 对热传导方程怎样提柯西问题？ 

b ) ⑴证明：如果初始函数是奇函数，那么解 U {x,t) 满足条件 u (0, t) = 0. 

c ) (2) 证明 •• 如果初始函数是奇函数，那么解 U (x,t) 关于 2 ：是奇函数. 


评分标准：当满分为!20分时，“优秀，’——16分以上，“良好’，——13分以上， 
及格”——9分以上.考试时间： 3小时. 


考试样题 
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2001年，数学组，正常考试 


主 讲人： E . B . 拉德凯维奇 

1. a ) (1) 给出霍普夫 ( Hopf ) 方程弱解（在积分恒等式意义下的解）的定义. 

b ) (2) 构造具有5条间断线的分块常 数解. 

c ) (2) 证明： 不存在具有4条间断线的分块常数解. 

2. a ) (1) 给出自相似解 ® 的定义并求出方程 

Ut - I - u 3 u x = 0 

的自相似解. 

b ) (2) 在自相似解类中，证明满足熵不增条件的解的唯一性. 

3. a ) (1) 叙述波动方程柯西问题古典解存在的条件. 
b ) (3) 设 u 是柯西问题 


u t t = u xx , 0 < t < T , x € R l , 
u\ t=0 = (^(x), u t \ t=Q = 0 

的古 典解； 而是混合问题 

0< t < T , xel - N.Nl 

uN \ t=o = ^ 1=0 = 0 » =0 

OX x=N 

的古典解.同时对充分小的固定的 a 与0 使得 M + a < N -/3 有 

^ 当 : c e (― M — a, A/ + a) 

及 

^ p N = 0 当 x 丰 + — 阶. 

证明：存在这样的 iVo , 使得在闭区间[- M ， M ] 上当 AT > 时 w = 

4. (3) 对于平面上的三个方程 

= ^tt = ^tt = 一 U X Xy 

其中有哪興方程存在具有有界、闭等位线的非平凡解？ 

5. a ) (1) 叙述关于法向导数的 引理. 


® 原文为 u aBTOMo^ejibHoe pemeHwe'\ 


译者注 



b ) (3) 证明满足下面条件的调和函数 Ti e C l ( Q ) 恒等 于零： 

r \ 

^ = o 在 r*i 上 ， u = o 在 r 2 上， 
fi U T 2 = dCl , mesn-i G / 0. 

參 

6. a ) (1) 叙述调和函数的平均值定理. 

b ) (2) 证明： 对任一球 Ken 满足平均值定理的函数 u e C 2 ( fi ) 是调和函数. 

7. (3) 设 C 是锥 |( x , i/)|a ^ ^ . 证明： 在弗里德里希斯不等式中不存在对所 

有有界的 nec 的共同常数. 

评分 标准： 当满分为25分时，16分以上为“优秀”，13分以上为“良好”，8分以 
上为“及格”.考试时间为3小时. 

2003年，力学组，提前考试 

主 讲人： r . A . 切契金 

1. a ) (2) 给出自相似解的定义并求出方程 

〜+(夸）=° ⑴ 

的自相似解. 

b ) (2) 构造方程 （1) 的初始条件为 

4=0 = 0 

的柯西问题的任何非平凡、非熵的广义解. 

2. a ) (1) 依赖实参数 ct , 确定方程 

u xx — 2 au xy — 3 a 2 u yy 4- au y -\- u x = 0 (2) 

的类型. 

b ) (2) 化方程（ 2 )为标准形式. 

c ) (2) 求这个方程的通解. 

3. a ) (1) 叙述具有非齐次边界条件的狄利克雷问题的变分提法. 

b ) (1) 证明泛函的下有界性. 

c ) (3) 如果 n = {x = ( xi , X2 ) : 1 < | x | < 2} ? 计算 

inf f (| Vit ;| 2 — 2 w ) dx . 

评分标准：当满分为 l 4 分时，11分以上为“优秀”，8分以上为“良好”，5分以 
上为“及格”.考试时间为 1.5 小时. 


考试样题 
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2 003年，力学组，正常考试 


主 讲人： r . A . 切契金 
第一部分 

1. a ) (1) 给出方程 



广义解的定义. 

b ) ⑺设 u { t , x ) 是方程⑴带有间断线 x = a ; ⑴的、分块光滑的具有紧支集 
的广义解.记 

00 

S ( t ) = J u ( t ^ x ) dx . 

—oo 

证明 s ⑷与纟 无关. 

2. a ) (1) 给出调和函数的定义. 

b ) (1) 叙述关于调和函数的刘维尔定理. 

c ) (3) 求所有使得 

u y{ x ^y) = H- 

的、在 R 2 中为调和函数的 u { x , y ). 

3. a ) (1) 给出问题提法适定性的定义. 
b ) (2) 方程 



的柯西问题是否适定？说明理由. 

第一部分的评分 标准： 

4〜7分为“及格”， 

8〜11分“许可”进人第二部分的考试. 
考试时间为 1.5 小时. 


第二部分 


4 . ⑺设 G ( x ， y ) 是拉普拉斯算子狄利克雷问题的格林函数.证明 G ( x , y )= G ( y )X ). 

5. 考虑问题 



在0内， 
在 an 上. 


(2) 


a ) ⑴给出问题 （2) 的变分提法. 


b ) (3) 证明蕴含关系 


(2) 的古典解 
(2) 的广义解 

t 

与 （2) 相应的变分问题的解 


6. 设 Q = (0， Z ) x (0, T ). 
考虑边值问题 


d 2 u 


d_ 

dx 

sin 


(cosx + 2 ) S)_( sin T) 


7TX 


4 


u | 


在 Q 内， 

当 0 < x < i ， 

当 0 < x < 

当 0 彡 £ 彡 7 1 . 


a ) (2) 写出对上述问题的傅里叶方法的格式. 

b ) (3) 证明： 


I 


(^(t) = J (cosx + 2)(Ua；) 2 + (sin 宁 ) u 2 + (Wt) 2 da; 


o 


与时间无关. 

第二部分的评分 标准： 

0〜4分为“及格”， 

5〜8分为“良好”， 

9〜11分为“优秀”. 
考试时间为 1.5 小时. 


2003年，力学组，补考 

主 讲人： r . A . 切契金 

第一部分 

1. 考虑柯西问题 


u t + In uu x 


{ u \t=0 = u o(x). 

构造解 （2+2 分)，验证其满足兰金-于戈尼奥 （ Rankine ^ Hugoniot ) 条件和 
熵增加条件 （1+1 分)，如果 



考试样题 


a ) uq ( x ) = 


b ) u 0 ( x ) 


4, 

1， 

4, 


1， 


2. (2) 对初值问题 


当 a ; > 0, 

当 re < 0. 
当 a ： < 0, 

当 x >0. 





X G [7T, 27r], 
x 朱 [兀，2丌]. 


画出解 u { t , x ) 在时刻 t = n 
3•设 


时的 




像. 


= {(^, y ) € R 2 |l < x 2 + 4 y 2 < 4}， 
r i = {(^, y ) ^ k 2 |x 2 - i -4 j / 2 = l}, 
r 2 = {(x,y) e R 2 \x 2 Ay 2 = 4}. 

在区域 n 考虑边值 问题： 

{ △w = o ， 在 n 内， 

xu x -f 4 yu y - y / x 2 + I 6 y 2 u = 0，在 n 上， 
^x + 4 yu v + y / x 2 -f 16 y 2 u = 0, 在 r 2 上. 

a ) (2) 问题 （1) 的解是否唯一？ 

b ) (1) 求解在点 (1,0) 的值. 

c ) ⑴写出问题⑴广义解的定义. 

d ) (2) 写出问题 （1) 的变分提法. 

第一部分评分 标准： 

4〜10分为“及格”， 

11〜 I 4 分“许可”进入第二部分的考试. 

考试时间为 1.5 小时. 

第二部分 
4. a ) ⑴求方程 

U Xy ~ Uyy — U X Uy = 0 


的所有特征. 

b ) (2) 求上述方程的通解. 
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考试样题 


5. (2) 求 max u ( x y y ), 其中 u ( x , y ) 是柯西问题 

x 2 +y 2 = l 


du o du 9 


u(0 ， y) 


y 2 


的解. 

6. (3) 求如下问题 的解: 


u xx — u t t = sin x + sint , 

w lx=0 = 0 ，霄 = h 


0 < X < 7T, 

. x 



t > 0, 
du \ 


dt 


o 



7. 现有如下施 



姆-刘维尔 问题: 


( p ( x)W + q { x)X + AX = 0， x € [0, Z ], 
peC 1 ([0, Z ]), g € C ([0,/]), p 彡 p 0 > 0, g ^0 f XeC 2 ([0, l ]). 

a ) (2) 证明 A > 0. 

b ) (3) 证明： 本征值趋于 + oo . 

第二部分评分 标准： 

0〜5分为“及格”， 

6〜9分为“良 好”， 

10〜13分为“优秀”. 

考试时间为 1.5 小时. 


2000年，数学组，提前考试 

主 讲人： A . C . 沙玛耶夫 

1. a ) (1) 写出弦振动方程解的达朗贝尔公式. 

b ) (3) 设尺= {( x lP )e R 2 | x 2 + y 2 < 1} 是 R 2 中单位圆.如下问题是否适定? 
求 u(x,y)e C 2 (K) D C(K), 使得 

Uxx -Uyy =0 在 K 内， u\ dK = (p{x,y)y 

咖， y) e C(dK) 是任意连续函数. 

2. a ) ⑴给出空间 H\Q) 的定义 • 

b ) (2) 证明空间 H l (Q) 的完备性. 

c ) (3) 设 Q = {|州< 1,0： GR 3 }- 如下断言是否正确：存在常数 C > 0使得对 
任意 u (： r ) e C°°(Q) 


卜 (0)1 < CM 賴 )? 



如果回答是肯定的，给予 证明； 如果回答是否定的，举出反例. 

3. a ) (3) 设 K = {1 < |: r | < 2} 是 R 2 中的“环形”区域，如下边值问题的解是否 


是唯一的? 


Au = 0 在尺内， 

亂 1 =1 =_以 2) ， 


eC 2 (K)nC l (K) y 


kl=2 


<^2(工1，怎2)， 


A 与化分别是在圆周 {M = 1} 与 {| x | = 2} 上的任意连续函数.回答要 
说明理由. . 

b ) (2) 如果(^ = cos ^^ 2 = sin 0 (0 是平面上的极角)，求出上面 a ) 小题所提 
问题的解. 


4. a ) (1) 叙述拉普拉斯方程的极值原理. 
b ) (3) 对于在平面上有界区域 Q 内的方程 


△u -\- u x -\-u 


A 


d ^_ 

dx 2 ^ dy 21 


如同拉普拉斯方程那种形式的极值原理是否成立？说明理由 

5. a ) (1) 叙述对于拉普拉斯方程的刘维尔定理. 
b ) (3) 设是 R 3 中的调和函数且 


III 


u 2 ( x)dx 

(1 作 I) 3 


在 R 3 中 u ( x ) = 常数是否成立？说明理由. 

6. a ) (1) 给出双层势的定义. 

b ) (3) 证明： 由李雅普诺夫闭曲面 S 给出的、具有单位密度的双层势在 S 外 
等于零，在 S 内等于 4 tt . 

7. a ) (1) 写出热传导方程柯西问题解的泊松公式. 
b ) (3) 设 tx ( x ， 0是具有“势”的热传导方程 


u t 


ti, ^ > 0, x € R 


满足初始条件 


sin 


的解. 证明： 存在常数>1使得 

\u(t,x) - Ae~ l \ ^ 

其中，当£ — oo 时，函数炫⑷ — 0. 求出常数儿 

评分 标准： 当满分为 31 分时， 2!2 分以上为“优 秀”， 15 分以上为“良好，’， 10 分 
以上为“及格”.考试时间为 3 小时. 


2000 年，数学组，正常考试 

主 讲人： A . C . 沙玛耶夫 

1. a ) (1) 叙述二阶微分算子的特征曲面的定义. 
b ) (3) 考虑如下 问题: 在扇形 

K = {( X ，亡 )|x > 0, ^ > 0, ^ < 2 x ] 

内求满足方程 

u tt = U X x 

及初边值条件 

U \ t =0 = P ( X )， ^ lt =0 = 4( X ), U lt =2 x = 

ip ( x )， 爹 (X) e C °°([0, oo )) 的函数 u(x,t) € C 2 { K ) nC ( K ). 这个问题是否有 
解？如果有解是否唯一？说明理由. 

2. a ) (2) 证明弗里德里希斯不等式. 
b ) (3) 在带形 

II = {( X ， t /) : 0 < x < 1, —oo < y < - foo } 

中弗里德里希斯不等式是否成立？如答案是肯定的，给予 证明； 如答案是否 
定的，举出反例. 

3. a ) (2) 给出在有界区域 Q 内狄利克雷问题的古典提法并证明解的唯一性. 

b ) ⑶证明：在带形 n = {( a :, j /) : 0<: i :< l ,- oo < y <+ oo } 内狄利克雷问题 

△u = 0 在 n 内， t /| x=0 = u\ x=l = v ? 2 (2/), <^ 1,^2 e CCR 1 ) 

的解不唯一. 

c ) (2) 补充了条件 

j /) 0，当 | y | — oo 时， 

上一小题中所提问题的解是否唯一？说明理由. 

4. (3) 设 Q = {rr e R 4 ，| x | < 1} 是四维空间中的球 ，£ = {x e R 4 : Xl = 0, x 2 = 

0， x 3 = 0,0 < < |}是 R 4 中的线段 ， Qi = Q \ e . 求狄利克雷问题 

J ( Vu , Vv)dx = 0, Vve H \ Qi) y 
Qi 

u -( p ( x ) e H ^ Qi ), ( P ( x ) e Cg ° ( Q ) 及当: re ， 时 ( p ( x ) = 1 


的广义解. 


考试样题 


5. (2) 在球 Q = {| o :| < l},x € R 3 中是否存在正的调和函数使得 ^(0,0,0) = 
l , u (0,0, i ) = 10?说明 理由. 

6 •⑷设 u ( t , x ) € c 2 (n) n c(n) 是方程 

u t = u xx 4 - v ( t , x ) 

的古典解，其中 n = (0，+ oo ) x (0,1), 是有界可测函数，它满足估计|叫 < 
C ， C >0 是给定的常数.设 

u \ t=0 = P ⑷，其中 P ( x ) € C °°([0, 1])， 

ti lx=0 = IX lx=l =0 » Vt>0 . 

是否可以选择函数 v ( t , x ) 使得 u ( t y x ) = 0 y Wt > U 1 其中纟，是某个正常数.说 
明理由. 

7. (3) 对哪些参数值 a € R 1 , 对于 （ zj ) e R 2 , 当 f > ax 时等于0而当 f 彡似等于 
1的函数是方程 

Ut = u x 

在广义函数论意义下的解？说明理由. 

8 •⑶设 u ( t , x ) € c 2 (n) ncHTI) 是方程 

= u xx -♦- 3 u 在带形 II = (0, + oo ) x (0,1) 中 

的满足边界条件 

u lx=0 = w lx=l = 0 ，^ >0 

的古典解.证 明：对 u ( t y x ) 成立不等式 

| tz ( t , x )| < Ce - 6t 

其中 C > 0是某个常数. 

评分 标准： 当满分为31分时，22分以上为“优秀”，15分以上为“良好”，10分 
以上为“及格”.考试时间为3小时. 

2000年，数学组，补考 

主 讲人： A . C . 沙 玛耶夫 
1. a ) (2) 叙述柯西-柯瓦列夫斯卡娅定理. 


b ) (3) 设 = (0,-hoo) x (0,-foo), 对哪些实数 a ， 存在如下边值问题 

Utt = u xx 在 K 内， 

u| t=0 = u t \ t=Q = 分 (X )， <p(x)^(x) e C^°((0 ， +oo)) 

(u x + ocu)\ x=Q = 0 M t> 0 

的解 u(x, t ) e C 2 { K ) r \ C l ( K)l 说明理由. 

2. a) (1) 叙述对拉普拉斯方程的严格极值原理. 


b ) (2) 对方程 


^tt = Uxx ， 


极值原理是否成立？如果成立，给予 证明； 如果不成立，举出反例 
3 .⑶设 u(x, t) 是问题 

Utt = u xx 在 n = (0, 7T) X (0, +00) 中， 
u\ t=0 = (p(x) t Ut\ t=0 = 分⑷， (p(x),ip(x) € Cg°((0,7r)), 


w L=o = u 


0 对亡 > 0 


4. 


的解， u { x , t ) e c 2 ( n ) nc 1 © 且对所 有亡〉 Vu { x \ t ) = o,r >o 
无理数.在 n 中 u ( x , t ) = o 是否成立？说明 理由. ' 

a) (1) 写出二维空间变量情形波动方程柯西问题解的泊松公式. 

b ) (2) 证明： 泊松公式所确定的函数当£ = 0时满足初始 条件. 


o , r 〉 o 为常数， i 是 

負 7T 


5. (3) 设给定在球 


Qi = {xe R 3 ,|x| < 1} 


内的函数 U (： T ) 满足方程 


Au = Xu ( A <0 为常数)， 


且在半径为5的球 Q s = {xe R 3 , | x | < (5} 内 u { x ) = 0, 其中0 < J < 1, J 为常 
数.证明在仏内 w 三 0. 


6. (2) 设 Q 是边界 dQ 为 C 1 类的有界 区域. 边值问题 


Au 


du 


在 Q 内， ueC 2 ( Q ) nC \ Q ), — 


dQ 


( It 是 dQ 的外法线方向）的解是否可能在 Q 内严格为正？说明理由 
7. (3) 设 Q = {x = (xi, X 2 ) G E 2 , |x| < 1} 是单位圆， 

(3+ 三 <3n {a；i > o}, Q^. = Qn{xi < 0 } 


且函数？ x ( x ) € H l ( Q ) 属于 C °°( Q + ) 类及 C °°( D 类.证明函数在 Q 内 
连续. 


8. (3) 设非负有界函数满足方程 


u t = ^u 在带形 （0,1) x R 3 ， 
u ( t , x ) = 0 在方体(0, 1) x (0, 1) x (0, 1) x (0, 1). 

在带形（0, 1) x R 3 是否成立 u = 0? 说明理由. 

评分标准： 当满分为 2 5分时，18分以上为“优秀”，12分以上为“良好”，8分以 
上为“及格”.考试时间为3小时. 

2000年，数学组，第二次补考 

主 讲人： A . C . 沙 玛耶夫 

1. a ) (1) 叙述弗里德里希斯不等式. 

b ) (3) 对平面上的无界区域 fi = {( a ;，2/): x >0,2/>0} 弗里德里希斯不等式是 
否成立？如果成立，给予 证明； 如果不成立,举出反例. 

2. (3) 在平面区域 D = {( x y y ) :0< x 2 + 2 / 2 < 1 } 内考虑如下边值 问题： 

Au ( x , y ) = 0在 内， 
w ( a :， y ) = ( p ( x , y ) 当 x 2 + y 2 = 1， 

其中 咖 y ) 是给定的连续函数， 

lim ( a: 2 -f 2 / 2 ) u ( x , i /) = a , 

其中 a 是给定的常数.这样的问题是否有解？如果有解是否唯一？说明理由. 

3. (3) 设是如下问题 的解： 

Utt = u xx 在平面上的带形 n E [0, + oo ) X [0, lj 内， 

x G [O’ 1 】〆 e [0,H-oo),tx € C 2 (n), u\ x=0 = ⑷， u| x=1 = 0, ti| t=0 = 叫 | t=0 = o 

对所有 ： e [ o , l ]. _i < e , 6： 是给定的数，冰）是；滑函数. i 否可以选择函 
数使得给定问题的解是 n 上的无界函数？说明理由. 

4. (3) 设 n 是中的有界区域， zx (: r ) 是 n 上满足方程 

△w - w = 0在 n 内 

的 C 2 ⑼ n C ( n ) 类函数. 证明： 如果在 3 Q 上 u = 0,那么在 n 内 U E 0. 

5. a ) ⑵ 证明： iH [0， l ]) 的任何函数都是连续函数. 


b ) (3) 是否任何在闭区间 [0,1] 上连续且有 u (0) = 1 x (1) = ◦ 的函数 u ( x ) 都属 
于泠 HlO , 1])? 说明理由. 


6. (3) 求算子 


r _ d 2 0 d 

£ 三应 + 2 石 



的基本解，即求这样的函数 u ( x ) 使得在 R 1 中 


u N + 2xi —u = <5o(x), 

其中知⑷是 “5函 数”： 

(So(x) y( p) = _) ， ^{x) e C^iR 1 ). 

这样的解是否是唯一的？ 

7. (3) 设 

___ d d 2 

是热传导方程的算子. 证明： 函数 

m 9( t ) 

； 2y/¥t 

在广义函数论意义下满足方程 


T £[ t ^ x ) = Soityx )^ 

其中当 t < 0 时 0⑷= 0, 当 o 0 时外 t) = 1. 

评分标准：当满分为24分时，17分以上为“优秀”，12分以上为“良好”，8分以 
上为“及格”.考试时间为3小时. 


2001年，数学组，提前考试 

主 讲人： A . C . 沙玛耶夫 

1. a ) (1) 给出二阶微分算子的特征曲面的定义. 
b ) ⑴对算子 

Cu = Utt *+■ Su x — 2u X xy JC = Ut 一 Su X x 4 " XU x 


在 ( x ，0 平面上构造其特征线的集合. 



2. a ) (2) 设 是问题 


^tt = ^XXy 亡〉 0 ， X 〉 0 ， 
u lx =0 = °> w lt =0 = P ( X )，^ lf = O =0 

的解，其中 suppy >( x ) C (0, cx >), y ?( x ) € C 2 ((0, oo )). 已知存在 T > 0 使得当 
t > T,xe (0, oo ) 时 u ( i , x ) 是无限光滑的函数 . Wo :) 也是无限光滑的函数 
这一说法是否成立？说明理由. 
b ) (2) 设 u ( t , x ) 是问题 

u t = u XXy t > 0 y a : > 0， 
w lz=o = 0, u \ t=o = ♦) 

的解,其中 p (： c ) 与上一小题 a ) 具有同样性质，且 M < A /. 已知存在 T >0 
使得当 f > 7> e (0, oo ) 时 u { t , x ) 是无限光滑的函数. ^( x ) 也是无限光滑 
的函数这一说法是否成立？说明理由. 

3. (3) 设 K = {{ x , y )\ x 2 + 2 / 2 < 1} 是平面 ( x , y ) 上的单位圆， u ( x , y ) 是问题 

Aw = x 2 y } u\ QK = 0 

的解，求 u (0,0). 

4. (2) 证明空间 H l ( Q ) 的完备性. 

5. (4) 在空间 H 1 ((- 1,1)) 中考虑满足条件 

〆(()）+ ay?(0) = 0 

的光滑的具有紧支集的函数 Wo ;) 的集合為其中 a € R . 求集合>1的闭包 j 在 
^((-1,1)) 中的余维数. 

6•⑷设 Aii ( x ), u ^ x ) (i = 1，2, • • •） 分别是施图姆-刘维尔问题 

Cu i = 糾 U “ 叫 (0) = Ui ⑴= 0, ||w i || L2((0 ,i)) = 1, 

Cm £( p ( x ) l )- g(x) 

的本征值与本征函数，其中 p ( x ), q ( x ) 是满足估计 p ( x ), q ( x ) ^ a > 0, a 为常数, 
的光滑函数.证明不等式 

sup \Ui(x)\ ^ 4=>/i^j. 
x€[0 f l] V a 

7 . (3) 设 R n 中调和函数序列 { u n ( x )} 当 n — oo 时弱收敛于函数 u *( x ) e 
即 € Z )( K n ) 

/ u n { x )( f { x)dx - ► / u *( x ) ip ( x ) dx . 

J n-^oo J 

Rn Rn 


说 U *( x ) 是调和函数是否成立？说明理由. 

8 •⑶设 ip ( x ) e L 2 ( R l )n C ( R l ). 证明，热传导方程柯西问题 

u t = U xx ^ t > 0, u | t=0 = X G ( — 00 , 00 ) 

的解当 f — 00 时关于 a : € (- 00 , 00 ) 一 致地趋 于零. 

评分 标准： 当满分为 25 分时，18分以上为“优秀”，12分以上为“良好”，8分以 
上为“及格”.考试时间为3小时. 


2 001年，数学组，正常考试 


主 讲人： A . C . 沙玛耶夫 

1. ⑺设 u (^, x )( x € R 3 ) 是波动方程柯西问题 

u t = Au 在（0, + oo ) x R 3 中，及 

u \t=o = °» u t\ t =o = ^( x ) G ^0°(® 3 ) 
的解， u e C 2 ((0, + 00 ) x R 3 ) n ^([0, + 00 ) x R 3 ). 如果 


( p ( x)dx 一 0, 



R 3 


函数 u(t,x) 的支集是否可能位于柱体 {| o ;| <R}x [0,+ oo ) 之内？ 

2 . (3) 证明： 构建在有界曲面 SeC 1 上、具有连续密度的双层势在无穷远处如丄 

那样减少，其中 r 是到某个固定点 OeS 的距离. ^ 

3. (3) 设 n = {( x , j /)|0 <x<a,0<y<b} 是平面上的矩形，以及 C > 0是某个常 
数，使得 Vu ( x , y) e H^U) 成立弗里德里希斯不等式 




u dxdy (C \ Vu\ z dxdy 


证明： C 彡 


4. (3) 设 


a 2 b 2 

7r 2 (a 2 4* ft 2 ) 


是微分 算子. 对哪些 a , b , ceR l 存在方程 


ax z ax 


Cu { x ) = S ( x ) 

的在 R 1 上的连续解？其中是 5 函数（即 ( S , ( p ) = <^(0), V ^ G C §°( R 1 )). 


考试样题 
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5. (3) 设 u(x) G Z / 1 ((- oo ，+ oo ))， 即 u{x) € ^( K 1 ) 且存在索伯列夫意义下的广义 
导数 U x (x) = v(x) e /^( R 1 ). 证明: u(x) 是连续函数且如果 | x | — oo 则 u(x) 0. 

6. (3) 设 K = {( r , <^>)|0 < r < l ,0<<^<^} 是开度为 30° 的圆扇形， w ( r ，(/?) 是 

中调和函数，它属于 C 1 ^). 证明： 

I 命 ， #)1 彡 CV 6 , 


其中 C > 0是某个常数. 

7. (3) 是否对每一个 a € R 1 , 问题 


Au = 1 在 if = {( r ， p)|l < r < 2} 内， 


du 

dn 


suup 


du 

dn 


+ au 


sin 2 a ueC 2 { K ) DC l ( K ) 


2 


至少有一个解？ （ f ? 是环形边界 K 的外法线方向向量 .） 

8. ⑷在球 {|a:| < l }, a : G R 3 中构造调和函数 为有界的实例，使得 | Vu | 在 
{| x | < 1} 中无界. 

9. ⑷证明（利用泊松积分)：存在如下问题的解 u ( t , x)e C 2 ({t > 0} x Rl ) : 


u t = u xx 在 P > 0} x Ri 内，且当 f — 0 时 u ( t , x ) -♦ < p ( x ) 在 L 2 ( Ri ) 内， 
其中 p (: r ) 是 L 2 ( Rl ) 中给定的函数.（不一定连续!） 

评分 标准： 当满分为28分时，20分以上为“优秀”，14分以上为“良好”，9分以 
上为“及格”.考试时间为3小时. 


2001年，数学组，考试 

主 讲人： A . C . 沙玛耶夫 

1. (2) 两端为无穷长的弦在初始时刻偏离状态的截面形状如 下图: 



其初始速度等于零.函数 u ( t , x ) 满足方程 


画出函数 u 



的图像. 


^tt = ^XX* 
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考试样题 


2. (3) 证明： 如果由李雅普诺夫闭有界曲面给定的单层势在这个曲面外等于 0, 那 
么势的密度是零（假设密度是连续的). 

3 •⑶考虑的带形 n = [0, yo ] X R l x 中的柯西问题 

△u + w = o 在 n 内， c 2 ( n ) n ^( TI ), 

U \y =0 = 咖 ) ， U y\y=0 = 矽⑷， 

W ： r ) j (: r ) 是 Ri 中的有界连续函数.这个问题在空间偶 

Ei = C ( R ^) x C ( R $)， 五 2 = 0(11)， ( y ?, *0) E w G £*2 

中是适定的吗？如果是，给予 证明； 如果不是，举出反例. 

4. (3) 对给定在上一题带形 n 中的调和函数，极值原理是否成立？如成立，给出证 
明； 如不成立，举出反例. 

5. (3) 对哪些 d e R 1 ， 边值问题 

△w -f 2 u = x — a 在 内 ， u = 0, 

n = {(0,7 T)x (0,7 T )}, 至少有一个解？说明 理由. 

6. (4) 考虑边值问题 

uu = u xx 在[0, lj x (0, + oo ) 内， 

< =0 = 0， u x \ x=1 = /( f )， u | t=0 = ( p ( x ), u t \ t=0 = rp ( x ), 

咖 Mx ) 是光滑的、具有紧支集的函数. 证明： 可以这样选择光滑函数/⑴使 
得这个问题的解 u ( t , x ) 是带形[0，1] x (0, oo ) 中的无界函数. 

7. (4) 考虑边值问题 

Wt = U xx 在[0,1 】 x (0, + oo ) 中， 

W L =0 = 烟， w lx=l =洲， w lt =0 =咖)， 

/， p ， p 是光滑函数，同时 

当6 ~ ► oo 时/⑷一 ► a , 当 f —► oo 时夕⑷ 一 ► 6. 

这个问题的解 u ( t , x ) 当6 — oo 时在空间 C ([0，1]) 中的极限（如果这样的极限 
一般是存在的话）是什么？说明理由. 

8•⑷在平面 r 2 上构造区域 n 的例子，使得在空间 i / yn ) 中 c °°( n ) 函数不构成 
处处稠密的集合，即/ h i ( si ). 

评分标准：当满分为 2 6 分时， 18 分以上为“优秀 ”， 13 分以上为“良好 ”， 8 分以 
上为“及格”.考试时间为 3 小时. 


考试样题 
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2001 年，数学组，第二 次补考 

主 讲人： A . C . 沙玛耶夫 

1. a ) (1) 叙述柯瓦列夫斯卡娅关于解析解的存在与唯一性的定理. 
b ) (3) 设 C R n 是 R n 中的区域且 

a 2 u = o 在 n 内， 

u { x)e C 4 ( fi ). 证明： u ⑷是实解析函数. 

2. (3) 设 

u t = 在带形 n = (0,7 1 ) x % 内 ， UG C 2 ( U ) n C ( n )， 

w | t= 。= 0， Vx G Rl 且 | u ( t , x )| 彡 C | a ;|. 

证明在 n 内 ueo . 

3 . a ) ⑴给出空间 ff 1 ⑼的定义. 

b ) (3) 设 u ( x ) 是单位球111= {| x | < 1} 中的有界函数， x € R 3 , 它在 UI \{0} 中 
是光 滑的. 是否可以断言 ueH 1 ( in )? 如果成立，请给予 证明； 如果不成 
立，请举出反例. 

4. (2) 在 R 2 中的方程 

^tt — 以 3JCC = 0 

是否有解 tz € C 2001 ( R 2 )， 但 u 《 C 2002 ( R 2 )? 

5. (3) R 3 中的单位球面均匀地具有常密度 Q (单层势).求球面内与球面外的势. 

6•⑷设函数 u ( x ) y xeR 3 , 满足方程 

Au = u ( x ) 在 IR 3 内， 

并且有估计 

| u ( x )| ( C，x € K 3 . 

证明在 R 3 中 weO . 

7•⑷设函数 y (: c ) e WR )， 并且作为广义函数满足方程2/ = 2/. 证明是对应 
于的正则广义函数，其中 C 为常数. 

8. (3) 设 D 是 R 2 中含于带形[0, 1] x R 1 中的任意区域.对 D 证明弗里德里希斯不 
等式 

Ju 2 dxdy ^ J \ Vu \ 2 dxdy , u e 
n n 

评分 标准： 当满分为 27 分时，19分以上为“优秀 ”， 13分以上为“良好 ”， 9分以 
上为“及格”.考试时间为3小时. 
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考试样题 


2002年，数学组，提前考试 

主 讲人： A . C . 沙 玛耶夫 

1. a ) (1) 给出空间 H 1 ^) 的定义. 

b ) (2) 对哪些 a > 0函数 sin Q x 属于 i / 1 ([0,7 r ])? 说明 理由. 

2 . ⑶设 u ( x , t ) 是如下热传导方程 的解： 

ut = u xx 在带形 n = [0, 1] x K + 内， 

R ^ = { t >0 },ue C 2 { u ) nC l ( R) y u ( x , t ) 满足边界条件 

U;r L=0 = Ux \x=l = 

及初始条件 

吨 =0 = P ⑷， W ⑷ € ^0°((0,1)). 

这个解在 n 上是否有界？（即温度是否增长?）说明理由. 

3 •⑷设 u ( x , y ) M ( x , y ) 平面上半带形 IT = (0,1) x R + 内拉普拉斯方程的解， 
R + = {2/ > 0}, u ( x ,2/)€ C 2 ( U ) nC ( U ) 满足边界条件 

u \ x =o = u L=i = 2 / > °， 

并且当 y — + oo 时 u { x , y ) — 0对 a ; —致地成立.证明： 

\ u ( x , y )\ ^ Ce ~ 314 y , 

其中 C > 0是某个常数. 

4. ⑷设 u ( x , y ) 是半平面 P =忉 > 0} 中的调和函数， 

| tx ( x , 2 /)| ^ M , xeR,y eR + 且{ = 。= 0， Vx G 

C ( P ), 其中 Af 是某个常数.证明：在/ > 中 u 三 0. 

5. (3) 考虑波动方程在特征0 = 2：} 上具有数据的柯西问题 

以 tt = ^xx 在 ( x , t ) 平面上， 
u\ t=x = u x\ t=x = 矽 (X). 

想出使此柯西问题无解的光滑函数 p (: r ) 与 稱 

6. (3) 问题 

ut = u xx 在 n = ( 0 , l ) x r 土内 ， u g c 2 ( n ) n c ( n )，u t=0 = ( p ( x ) 
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考试样 


Mx ) 是已知函数）在空间偶中是否适定？其中 

Eq = c ( R l x ) n B(R l x ), E l = c 2 (n) n c(n)n B(n) 


具有范数 


MC ⑷ I ， 


说明理由. 


7. a ) (1) 给出单层势的 定义. 

b ) ⑶证明：当 r — 00时，单层势如同 
5的距离， S 是有界曲面. 


C 


那样递减，其中 r 是流动点到曲面 


评分标准：当满分为24分时，17分以上为“优秀”，12分以上为“良好”，8分以 
上为“及格”.考试时间为3小时. 


2002年，力学组，正常考试 

主 讲人： A . C . 沙 玛耶夫 
试卷1，第一部分 
(1.5 小时） 

1. (2) 解边值问题 

u tt — u xx = 0 ， t <2x, x > 0 y 

u lt=2x = Sinx ， X > ° ，吨 =0 = 0 ， ^lt=0 = L 

2. (2) 在环火 ={1 < M < 3} 内求解狄利克雷问题 

△ u = 。在 ㈣ ，（尝 + u ) L = 1 ， 芸 L =2 , 

r 是径向坐标. 

3. (2) 给定波动方程的柯西问题 

u t t = Au(t, x), x e R 3 , ^ > 0, 

吨 =o = ( x + l x l 2 ) -1 ， w 4=o = sin l x l - 
求出 u (10,0,0,0) 的值. 


试卷1，第二部分 
(1.5 小时） 

1. a ) (1) 叙述热传导方程的极值原理. 
b ) (1) 叙述调和函数的平均值定理. 

2. (2) 在广义函数类中至少求出方程 

u" + u = 6“ 

的一个解. 

3. (2) 定义单层势并证明单层势在无穷远处如同 g 那样 递减. 

4. (3) 如下的狄利克雷外问题 工 

△IX = 0在 R 3 \n 中， w| an = (p(x),(p(x) G C(dfi) f 

J (1 + \x\)u 2 {x)dx < oo 
R 3 \n 

是否唯一？说明理由. 

5 - ( 3 )证明弗里德里希斯不等式.设^与是两个有界区域并且^的体积大 

于的体积.是否可以据此来比较对于两个区域中弗里德里希斯不等式中的 
常数的大小？说明理由. 


试卷2,第一部分 
(1.5 小时） 

1. (2) 解边值问题 



Utt = 亡 >0 ， u \ t =o = u t \ t=0 = ^>{x) 

的解，其中当 g < |a:| 彡 10 时 p( ： r) = 0, 对其余的: r e R 3 的值 p(a；) > 0. 对某个 
: r e R 3 , 对哪些 t > 0 的变量值，等式 u(t,x)=0 是可能的？说明 理由. 


考试样题 
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试卷2,第二部分 
(1.5 小时） 

1. a ) (1) 给出二阶偏微分方程的特征曲面的定义. 
b ) (1) 所提边值问题适定是什么意思？ 

2. (2) 在广义函数类中至少求方程 

u ,n -\- u = ( S ( t ) 

的一个解. 

3. (2) 证明： 在点 a : 由曲面 S 给定的、具有单位密度的双层势等于曲面 S 对该点 
所张的立体角. 

4 - (3) 叙述并证明调和函数的刘维尔 定理. 如果所论的调和函数不是给定在整个空 

间 R 3 , 而是给定在半空间 {m > 0} 中，这个定理是否成立？而如果再补充已知 
u {0, x 2 , x 3 ) = 0呢？说明理由. 

5 . ⑶给出空⑼及分 1 ⑼的 定义.证明： 这两个空间不重合.设 e 

C ，) n _ 且在如上 W ( a 0 = 0. 是否有 u e H l ( Q )? 说明理由. 

试卷 3, 第一部分 
(1.5 小时） 

1. (2) 求解边值问题 

^•tt 一 ^>xx = 0 ， x 〉 0, 6 〉 0, 

w lt=o = w t| t=o = 0, { u x + ( sint ) u )\ x=0 = sin t , t > 0. 

2. (2) 设 u ( t , x ), x £ R 2 , 是柯西问题 

f 1, \ x \ < L , 

u t = △_， x )， u \ t=0 = l L >0 为常数 

I 0 ， |x| 彡 L ， 

的解.求 u (10,0,0). 

3. (2) 求解边值问题 

Utt = U xx , 0 < X < 7T, t > 0, 
u L=o = ^| x=7r =sin^, u| t=0 = 叫 | t=0 = 0. 


.118 • 


考试样题 


试卷3,第二部分 
(1.5 小时） 

1 . a ) ( 1 ) 叙述在区域中调和函数的严格极大值原理. 
b ) ( 1 ) 叙述热传导方程柯西问题的唯一性定理. 

2 . ( 2 ) 在广义函数类中至少求出方程 

v ! -f sin t • u = So 


的一个解. 

3. (2) 证明： 如果 S 是李雅普诺夫曲面，对 X e 曲面 S 的双层势是确定的. 

4. (3) 调和函数 u ( xi 1 X 2 i xs ) 定义在半柱体 

U = { x \ + < 1} x { X3 > 0} 

内，当: r ? + g = 1 时 = 0 . 已知 u € C ^ II ) 并且当 X3 — + oo 时 u { x ) ― ► 0 对 
A 与 o: 2 —致地成立. 证明： 成立如下 估计： 

|w(x)| ^ Cexp (- $x 3 



其中 C > 0 是某个常数. 

5. (3) 给出空间 H 1 ( P ) 的定义并证明其完备性.设 D 是 R n 中的有界区域， C °°( U ) 
是 n 内具有所有各阶导数并可连续延拓到 n 上的光滑函数的集合.这个集合是 
否总是在 H \ n ) 中稠密？说明理由. 

评分 标准： 当满分为18分时，12分以上为“优秀”，9分以上为“良好”，6分以 
上为“及格”. 

2001 年，数学组，正常考试 

主 讲人： T . A . 沙波什尼柯娃 


第一部分 
(1.5 小时） 

1 . a ) ⑴求方程 

5t/xx 一 — Uyy —- 0 (* ) 

的通解. 

b ) ( 2 ) 求方程 （*) 满足条件 

w(x,0) = 7x 2 , w (X ，吾） = x 2 
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的解. 

2. (2) 求解柯西问题 

u tt = Aw - | x |, x G R 3 , 亡 > 0; u\ t= Q = o , u t \ t=0 = sin \ x \. 

3. (2) 在圆 Q = { : r 2 -f y 2 + 2 x <0} 内解狄利克雷问题 

△w = 0 在 Q 内， u\ dQ = 4 x 3 + 6 x — 1. 

4. a ) (2) 求柯西问题 

u t = Au , x e K n , t > 0; u ,_ n = e ~ |x|2 

E—U 

的解. 

b ) (2) 求 lim u ( M ) •说明理由 

|*|—^OO 

5. a ) (2) 求解问题 

ut = u xx 一 7, x G (0,7 r ), ^ > 0; 

u L=o = ^ ^| x=w =0; w| t=0 = 0. 

b ) (2) 求 Jim u { x , t ). 说明 理由. 

t—^OO 

第 二部分 
(1.5 小时） 

1. (3) 设 n = {( x , t )|0 < x <7 T ,0<^< - foo},u 6 C 2 ( H ), 

u tt = a 2 u xx 在 fi 内， 

u L=o = °» = / ⑷； w l t =o = 叫 | t=0 = o; 

/ € C °°([0, + oo ))，/ ⑼ = 0 ， sup |/(0 I < - foo . 

[0,oo) 

问 

sup | ix ( x , 亡 )| < -foo 

n 

是否成立？说明理由. 

2 . a ) (3) 当: r 位于闭曲面 T = dQ 外时，即对于 x € R n \ U , 具有密度 a 0 ( x ) 的双 

层势等于零 • 在 r 上 a 0 ( x ) = 0是否成立？说明理由. 

b ) (3) 当 X 位于闭曲面 r 外时，密度为 M 0 ( x ) 的单层势等于零.在 r 上 M 0 ( x ) = 

0是否成立？ 


3. (2) 求方程组 

/ 2/1 

y = Ay + bS(x)- y y = 

\V2 




在 V ， 2 中任何一个解. 

4. (3) 设 u ( x , y ) 是半平面 n = {( x lV ) € R 2 |y 〉 0} 上的有界调和函数， u e C ( n ). 
证明： 

supti = sup u(XjO). 
n R 1 


评分 标准： 当满分为 30 分时，21分以上为“优秀”，16分以上为“良好”，8分以 
上为“及格，，• 


2002 年，数学组，正常考试 

主 讲人： T . A . 沙波什尼柯娃 
试卷1，第一部分 
(1.5 小时） 

1. (2) 求方程 

^tt = ^XX Uyy 

的与平面 f = 0沿直线 （ Z ， rr ) = 0相交的特征，其中 Z = ( Zi ,/ 2 )^0. 

2. (2) 在矩形 0< a ;< a ， O ^ y ^ b 中求解其边界条件为 

du A A I . 5 x • 7 T 

<=0 -Q~X =0; = 0 ， = sin I 

x—a 

的拉普拉斯方程的边值问题. 

3. (2) 设 u ( t ，: r ) 是柯西问题 

u tt = Au y x = ( xi , X2 ) G R 2 ， 亡 > 0; 

吨 =o = V ^)， 叫 | t=0 = 4 ⑷ 

的解.函数与 xp ( x ) 仅在矩形 a € [0, a ], x 2 E [0,6] 中是已知的.在什么区 
域可以确定 u ( i , x\t > 0?在 Rl XljX 2 中画出这个区域. 

4. (2) 求解问题 

Ut -- UxX') € (0j /) y f > 0; 

u\ t=Q = 0; u\ x=Q = u\ x=l = i 4 2 ， 亡 > 0， i 4 i 与 i 4 2 为 常数. 

求 lim w (亡， x ). 

t—^OO 


考试样题 
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试卷1，第二部分 
(1.5 小时） 

1• ⑷设 n = {(x U X2)\0<Xj <1， j = 1,2}. 证明: 对于满足条件 

J sin7rxi - sin7TX2 • v{x\ y X2)dx\dx2 = 0 

n 

的任意函数 t; e H l (Q ) 成立不等式 

ll^lLjtn) ^ 5^2 ll^lLjcn)- 

2. (3) 求以常密度 /i 展布于柱面 {a:? + 4 = i? 2 ,0 < :r 3 < 丑 } 上，在位于 a ： 3 轴上 
点的单层势 . 

3. (3 ) 函数 u(x, t ) 在柱体 Qoo = x (0, cx)),x G C R n y t > 0; C {|xj| < j = 

内满足热传导方程 

Ut = Aiz; 

u = 0 在 an x ( 0 ,oo) 上； 
ueC^iQ^nCiQ^). 证明： 

|u| ^ C 0 e- 4n S Co > 0 为 常数 . 

4. ⑵在 ^(R 1 ) 中求方程组 

± = x — y ， y = y -4x-\- 3S(t) 

的任何一个解 . 

试卷2,第一部分 
(1.5 小时） 

1 . ( 2 ) 对哪些值 a e R 1 , 平面 2 / + 2 = C (C 为常数）是方程 

Uxx + "^yy 一 a 以怎^： + 以 = 0 

的特征？说明理由 . 

2 . ( 2 ) 求解问题 

u tt = Aw, 0 < x, 2 / < 1 ， f > 0 ; 

w L=o = W L=1 = w ly=o = = 0; 

u\ (=0 = sin 3 丌工 sin 7ny 、 ut\ t=0 = 一 2 sin nx sin Any. 
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考试样题 


3. (2) 设 u{t,x) 是柯西问题 

u t t = Au, x = ( xi , X2 , x 3 ) ? x e M 3 , 亡 > 0; 

u lt=o = u t\ t =o = ^( x ) 

的解.函数 v ?( x ) 与 rp ( x ) 仅在球层 1 < | rc | < 2 中是已知的.在什么区域可以得 
知解 w (《， o :)? 说明理由. 

4. (2) 解柯西问题 

1 2 
Ut = -^u xx , X € R \ t> 0 ; ti | t=0 = e~ x +2x , X e M 1 . 


试卷2,第二部分 
(1.5 小时） 

1•⑷求 

mf < J (| Vu | 2 + 2 u)dx + J u 2 dS > , 

l « l=i J 

其中 n = {1 < | x | < 2 },x = ( xi , x 2 , x 3 ) e R 3 ; M = {v e 当 | x | = 2 时 V = 

0}. 

2. (3) 求以密度" = sin 2 w 展布在柱面 {g + 4 = i ? 2 ,0 彡 a : 3 彡只 } 上，在位于 j ： 3 
轴上点的单层势. 

3. (3) 设 w ( x ), a :€ R 3 , 满足方程 


Au — u 在 R 3 内， 


且有估计 

\u\ (C, xeR 3 . 

证明：在 R 3 内 UE 0. 

4. (2) 求方程 

V n + 4j/ ; + = —S(x) 

在 ^( R 1 ) 中的任何一个解. 

评分 标准： 当满分为!20分时 ， I 5 分以上为“优 秀”， 10分以上为“良好 ”， 6分以 
上为“及 格”. 


2002 年，奥林匹克 

主 讲人： A. C. 沙玛耶夫 

1. (2) 证明： 


考试样题 
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A 2 (\x\)=C 0 S(x) 

并求出常数 C 7 o . 这里 x = ( xi , X2 , x 3 ) € R 3 且卜卩 = x\-\-x\ 4- x §. 

2 . ⑶设 u ( M ) 是边值问题 

Utt = U xx 在（0, 7T) X (0, +00) 内， 

w L=o = 州 )， = 0 ， u lt=o = Wt L=o = 0 

的解，/⑷是光滑函数且当 < — OC 时/⑴ — 0 ， 1Z € C 2 ((0, tt ) x (0,+ oo))n 
^([ o , 1] X [0, + 00 )). 这个问题的解是否关于时间，即关于变量 < 无限地增长？说 
明理由. 

3 . ( 2 )设 u ( t , x ) 是热传导方程柯西问题 



w L = 0 = # ⑷ 


的解， ^( x ) G C ( R)D B ( R ). 对于固定的〖，函数 u ( t , x ) 是否是关于变量 0 ：的实 
解析函数？说明理由. 


4. (3) 证明恒等式 



G ( x 1 x ) dx , 


其中 {AJ 是在闭区间[0, 1] 上施图姆-刘维尔问题的本征值序列， G ( x , y ) 是其 
格林函数. 


5. (3) 设 n 是平面上的有界区域，€ C 2 ⑼， 


Au = 0 在 n 内， 

是上的连续函数并且除了唯 一一 点 X * e dn 外对所有吻 e 成立 

Jim u ( x ) = vp(x 0 ). 

x€H 

我们称这样的函数为“除去一个边界点 f 的狄利克雷问题 △〃 = 0， W |& 2 = < p { x ) 
的解”.这样的狄利克雷问题的解是否是唯一的？说明理由. 

6. (2) 平面上柯西问题 

A du d 2 d 2 

△ w + 石 = 0 ， △=应 + ㉟ ， xeR ， y>Q ， 

< =0 =咖， Uy\ y=() = 7P(X) 


是否是适定的？这里 ip(x)Mx) 是连续有界函数，解 u ( x , y) 被考虑为在空间 
C([0,i/o] xK x )nB([0,y o ] .xlR x ) 说明 理由. 

7. (3) 设是“挖去一点”的半平面 

U = {t>0}xR x \{{l,0)} 

上的热传导方程的解且在 n 内 K^,x)|<M. 证明： 在点（1，0)的奇性是可去的， 
即可以在这个点补充定义函数 u(t,x), 使其是热传导方程在 R x x{t> 0} 的解. 


2003年，奥林匹克 

主 讲人： A. C. 沙玛耶夫 
1. (2) 考虑半有界弦的混合问题 

Utt = ^xxy t 〉 0, X 〉 0 ， 

= 0 ， (u x -f-au)| x=0 = 0. 

反射波是否有后波阵面，即当 t — 00时从解的支集到直线 x = 0 的距离是否无 
界增长？ 




2. (2) 考虑波动方程的柯西问题 


Utt { t , x ) = Au ( t , x ), ^ > 0, x G R 2 3 , 
w lt=o = W ( x )， Ut \ t=o = u { t , x ) ^ 0. 

suppti(^x) 是否可能属于柱体 {(t,x)\t € (0, oo),x e D}? 其中 D 是空间 R 3 中 
的有界区域. 

3. (3) 设 u ( x ) 是空间 R n 中点 {0} 邻域中的调和 函数； 


u ( x ) 


D Q U 

i=0 \a\=i • 



是函数 U (： T ) 在点 {0} 的泰勒级数 展开. 多项式 Pi(x) = 
是调和函数？说明理由. 




考试样题 
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4 . (3) 设 u { t , x ) 是热传导方程柯西问题 


W = 当 f > 0， 

u(t,x) € c 2 ( n +) 门 c ( n +), n + = {(x,t),t > o }, 

=W ⑷ 



的解，是不恒等于零的有界连续函数. 证明： 不存在这样的 T >0 使得对 
这样的 T ， 如果 T < t 时 u ( t , x ) = 0. (换句话说，被加热了的杆不可能在有限时 
间内完全“变冷 

5. (4) 设 0 是 R 2 中的有界区域， w(:r) 是狄利克雷问题的本征函数，即 


△u(x) + Au(x) = 0, 
u ( x ) = 0 对： c e 如， A 为常数 

集合 a = { x \ u ( x ) = 0, x € fi } 是否可能是与区域 n 边界没有公共点的直线/上 
的一线段？说明理由. 

6. (6) 设 K 是平面上中心在 {0} 点的单位圆.证明存在光滑函数序列 {(^ n ( x )}, 
^ n ( x ) G ⑻，使得 


\ Mhhk )^° 当 oo ， 

但对任何 n = 1,2 ，…，(^ ⑼ = 1( 即 H \ K ) 中的函数在该点没有 “ 痕迹，，)• 

7. (5) 设 m 是 R 3 中的单位球，其中心在零点，1?⑷是 m 中这样的向量 函数： 

1) ~ v { x ) = Vu ( x ), w ( x ) 是在 IU 中光滑的标量函数； 

2) 在 III 中 divl ?( x ) = 0; 

3) 如果把盲 ( a :) 在 R 3 中作零延拓，那么由这样的延拓所得到的向量函数 
宙 (4 在 R 3 中在广义函数论意义下仍满足等式 div ^( x ) = 0. 

求出 ~ v { x ). _ _ _ 

8. (6) 设 u ( t , x ) 是如下问题 的解： 


utt = u xx 在 n 内 ， n = [ o ,7 r ] x [ o , oo ), 
w lx=0 = u lx= w = 0,价 > 0， w | i=0 = Wt | t=0 = 机 X )， 

^(x)^(x)e Co°°([0,7r]). 我们观察在点 1 这一点具有固定端的弦的运动，即我们 
已知当£ > 0 时的函数但不是绝对准确，而是准确到 (5, 其中 (5 是任意正 
数（但不等于零).能否根据这一观察，以任意预先给定的精确度 e 〉0来重建函 
数 #( x ) 与 ( p ( x )7 说明理由. 



2004 年，奥林匹克 

主 讲人： A . C . 沙玛耶夫 

1. (2) 在 R 3 中考虑波动方程的柯西问题 



其中 



当 | x | 彡1， 
当 N > 1. 


(球体“爆炸 ”•） 在时刻 i = U = 3画岀 u(t, r) (当然，解仅依赖于 r = | z |). 
2. (2) 函数 u ( a :，0 是边值问题 


U + U = U n 在 [0, 7T] X [0, oo) 上， 

U \x=0 = = °> u lt=0 = 咖， ^1=0= 分 ( X ) 

的解.当《 — oo 时 |U(M)I — 0 是否成立？说明理由. 

3. (5) 函数 u(:r, 0 是柱体 U= x [0, oo) 中的调和函数，其中 D 是 IT 1 中的区域，且 
在如 x [0,oo) 上 1 / = 0. 同样设 \u(x,t)\ ^ M. 证明：当 6 ► oo 时 \u(x,t)\ —► 0. 

4. (3 + 3) 设耒 与烏是 C ^{ K ) 中函数的子集， K 是平面上的单位圆，使得分别 
有 ^| Xl=0 = 0 及 ^ J Xl= o = 0 - 求这两个集合的闭包 A 与义2在空间 H l {K) 

中的余杂数. 

5 •⑷设 K 是平面 ( x u x 2 ) 上的单位圆， h 与 Z 2 是两个光滑曲线段，它们相交于 
点0,其交角不等于零.曲线/^/ 2 是否可能是调和函数的等位线？说明理由. 



6 •⑸设 D 是平面上的区域， M 是 n 中的闭集并且空间 H 1 ^) 与空间 
在 Q\M 上 重合. 证明： fi(M) = 0. 

7. (5) 考虑边值问题 

u-u f, + f(x, t ) 在[0, 7 T ] X [0, oo) 内， |/( x , i )| < My 
u \x=o = = 0 ， w lt=0 = W( x ) ， ^lt=0 = 仏⑻， 

其中 M 是给定的 常数. 是否可以选择 /( o :， 0 使得对所有的 t > 7 b 有 iz(:r， 0 E 0? 
说明理由. 

简化的 样式： 如果 /( x , t) = f(t), 考虑同上述一样的问题. 


考试样题 
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8•⑶设 w ( x ) 是球 m = {| x | < 1} 中的调和函数， 

lim u ( x ) = 0, VxoG 申， 

x * 是在 3 UI 上的某个固定的点，并且在球 III 内 \ u { x )\ < M . 在 III 内 u = 0 是 
否成立？说明理由. 

9•⑶热传导方程叫= Uu 的解是否有如下图中的等位线？ 
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译者后记 


本习题集就其所涉及的内容，不仅仅是与某一本教材相配合的.习题集的引论 
中所引的教材，除了 0. A . 奥列尼克所著的《偏微分方程讲义》一书（文献 [22]) 外， 
涉及较多的还有 Pi . r . 彼得罗夫斯基的《偏微分方程讲义》、 A . H . 吉洪诺夫和 A . 
A . 萨马尔茨基的《数学物理方程》(上、下册）这两种在我国曾广泛流传的教材（文 
献[ 2 3]、 [29]), 以及尚未译成中文的另外两种教材 （ B . C . 弗拉基米洛夫的《数学物 
理方程》和 B . n . 米哈伊洛夫的《偏微分方程》，即本书所引文献 [5] 和 [20]). 因 

此，本习题集的适用范围可能更广一些，不仅仅限于数学专业.从书末所附莫斯科大 
学历年试题也可以看岀这一点. 

在本书的翻译过程中，如同在 O . A . 奥列尼克的《偏微分方程讲义》 一 书的翻 

译过程中一样，译者一直得到武汉大学齐民友教授的耐心指教和释疑 解惑. 避免了 

在名词和内容理解方面的一些 错误. 因此首先要深深感谢齐先生对译者的指教和鼓 

励.感谢挚友、高等教育出版社田文琪编审，如同其他书稿的俄译中问题一样，译者 

不断地以俄译中方面的问题请教他、麻烦他，因而得以避免一些误译.还要感谢北 

京大学李植教授，译者曾多次向他请教有关莫斯科大学在学生考试规定方面的一些 

知识及力学名词.如果没有他的指点与帮助，在翻译考试样题部分中，就会遇到很大 
困难. 

徐伯勋先生十分耐心、仔细地审读了译稿，使得译稿避免了不少 疏漏; 蒋青副编 
审和胡乃冏编审分别对译稿作了复审和三审，使得译稿能更准确地表达原意，减少了 
疏漏. 译者衷心地感谢以上各位先生！ 
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译者后记 


还要感谢本书责任编辑赵天夫同志,在他的协调与帮助下,本书得以按时出版. 
由于译者水平所限，不妥之处再所难免，恳请读者、专家不吝指正 • 


译者 

2009年2月 
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